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摘要:针对一类带有输入时滞和状态时滞的不确定模糊系统,讨论了其稳定性和H∞鲁棒控制控制器设计问题.
根据“Descriptor form”的Lyapunov-Krasovskii泛函方法,得到的时滞相关稳定性准则,使得所设计的控制器能确
保闭环系统渐近稳定. 为了使所得的结果具有更小的保守性,同时还设计了一个凸优化算法. 仿真结果说明本文所
提出方法的可行性和优越性.
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Abstract: The H-infinity robust control is addressed for a class of uncertain fuzzy systems with time-delays in both states
and control inputs. Using a Lyapunov-Krasovskii functional in “Descriptor form”, we presented the delay-dependent
sufficient conditions of stability for the closed-loop system with the designed controller. To be less conservative in design,
we employ an algorithm involving convex optimization in designing the state-feedback controller. The example shows the
validity of our results.

Key words: H-infinity control; Takagi-Sugeno(T-S) fuzzy control; uncertainties; tine-delays in states and inputs; De-
scriptor form

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2008)04−0645−05

1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 国内外学者利用Takagi-Sugeno(T-S)模

糊控制方法对非线性时滞系统作了较多的研究工

作[1]. 事实上,时滞和不确定性普遍存在于各种控制
系统中. 在实际问题中,系统中的时滞和不确定性通
常会导致整个系统性能下降,甚至不稳定.

在现代工业生产过程中, 传感器、控制器、执行
器通常由网络媒体来连接,在此过程中,控制输入时
滞是不可避免的. 因此,对带有输入时滞的模糊系统
的研究是非常重要的. 而且,当输入时滞和状态时滞
同时出现时, 可能使得系统稳定更加困难.因此, 对
带有输入时滞和状态时滞的模糊系统的稳定性分析

及其控制问题的研究具有更加重要意义.

对于带有输入和状态时滞控制问题的研究,

文[2]首先对带有输入和状态时滞的线性系统,讨论
了其稳定性问题;后来文[3]则对带有输入时滞的不
确定线性系统,基于“Descriptor form”的Lyapunov-
Krasovskii泛函方法给出了具有更小保守性的稳定
性条件. 而对于带有输入和状态时滞的模糊系统
的研究, 目前还鲜为少见. 在文[4∼6]中已初次涉
及, 但是文[4,5]中作者只研究了带有输入时滞的T-
S模糊系统的鲁棒稳定性问题, 其所得的结果是基
于Lyapunov–Razumikhin稳定性理论.这样做使结果
具有一定的保守性. 文[6]中, 作者讨论具有输入与
状态时滞的模糊系统的保性能控制问题,但所得的
结果是与时滞大小无关的. 且在文[4∼6]中作者都没
有考虑外部扰动,这使得结果的应用范围也有了一
定的局限.
在这里,笔者研究了一类带有输入和状态时滞的
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不确定模糊系统的H∞控制问题. 基于“Descriptor
form”的Lyapunov-Krasovskii方法, 利用Moon不等
式,给出一种全新的时滞相关稳定性判据;在此基础
上, 给出模糊H∞控制器存在的充分条件,并利用锥
补线性化算法[7], 提出基于LMI的控制器综合设计
方案.算例表明,文中所得的结果较以前的结果具有
更小的保守性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑一类T-S模糊时滞系统





IF θ1(t) is Mi1, · · · , and θp(t) is Mip,THEN
.
x(t) = A1ix(t) +A2ix(t− τ1(t))+

Biu(t− τ2(t)) + Bwiw(t),

z(t) = C1ix(t) + C2ix(t− τ1(t))+

Diu(t− τ2(t)) +Dwiw(t).

(1)

其中: θ1(t), · · · , θp(t)为模糊规则前件变量, Mij为

模糊语言值集合, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, z(t) ∈
Rq分别为系统状态, 控制输入和控制输出向量,
w(t) ∈ Rp为外界干扰输入, τ1(t), τ2(t)为系统输
入时滞和状态时滞且满足0 6 τi(t) 6 τ i <

∞,
.
τ i(t) 6 µi < 1(τ i, µi(i = 1, 2)是已知常数).

Aki,Bi,Bwi, Cki,Di,Dwi(k = 1, 2)具有如下的形式:

Aki = Aki + ∆Aki(t),Bi = Bi + ∆Bi(t),

Bwi = Bwi + ∆Bwi(t), Cki = Cki + ∆Cki(t),

Di = Di + ∆Di(t),Dwi = Dwi + ∆Dwi(t),

x(t− τk) = x(tτk
), t− τk = tτk

, k = 1, 2.

其中: Aki, Bi, Bwi, Cki, Di, Dwi是具有合适维数

的已知常数矩阵; ∆Aki,∆Bi,∆Bwi,∆Cki,∆Di,

∆Dwi(k = 1, 2)表示系统所含的不确定性, 且满
足

[∆Aki ∆Bi ∆Bwi ∆Cki ∆Di ∆Dwi] =

DF (t)[Ekai Ebi Ebwi Ekci Edi Edwi], k=1, 2.

F (t)是未知矩阵函数,且具有性质FT(t)F (t) 6 I .
对系统(1),选取其全局控制律为

u (t) =
r∑

i=1

hi(θ(t))Kix (t), i = 1, 2, · · · , r. (2)

其中Ki(i = 1, 2, · · · , r)为待求解的控制器增益矩
阵. 由系统(1)和控制器(2)构成的闭环系统为

.
x(t) =
r∑

i=1

hi(θ(t))[A1ix(t) +A2ix(tτ1) + Bwiw(t)] +

r∑
i,j=1

hi(θ(t))hj(θ(t− τ2(t)))BiKjx(tτ2), (3a)

z(t) =

r∑
i=1

hi(θ(t))[C1ix(t) + C2ix(tτ1) +Dwiw(t)] +

r∑
i,j=1

hi(θ(t))hj(θ(t− τ2(t)))DiKjx(tτ2). (3b)

其中:

hi(θ(t)) =
ωi(θ(t))

r∑
i=1

ωi(θ(t))
, hi(θ(t)) > 0,

r∑
i=1

hi(θ(t)) = 1,
r∑

i=1

hi(θ(tτ2)) = 1.

为了便于描述,以下将用
.
x,x,z,w, uτ2 , y, η,hi,h

τ2
j 表

示
.
x(t), x(t), z(t), w(t),u(t−τ2(t)), y(t), η(t), hi(θ(t)),

hj(θ(t− τ2(t))).

引引引理理理 1 [8] 给定适维矩阵Q = QT,H, E, R =
RT > 0,则对于满足条件FT(t)F (t) 6 R的不等式

Q + HF (t)E + ETFT(t)HT < 0

成立的充要条件是: ∃ε > 0使得如下不等式成立:

Q + ε−1HHT + εETRE < 0.

引引引理理理 2 [9] 设a(·) ∈ Rna , b(·) ∈ Rnb , 以及

ℵ(·) ∈ Rna×nb定义在区间Ω上,则有

−2
w

Ω
aT(s)ℵb(s)ds 6

w T

Ω
ΠT

[
X Y − ℵ

Y T−ℵT Z

]
Πds.

其中: Π =

[
a(s)
b(s)

]
, X, Y, Z为任意满足

[
X Y

Y T Z

]
>

0的矩阵.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 考虑系统(3), 对于给定的时滞上界

τ i及常数δi(i = 1, 2), 如果存在矩阵Y, Z,W 11,

W 12, W 13,W 21,W 22,W 23, X > 0, Sn > 0, Qn >

0, εn > 0(n = 1, 2), Ki(i = 1, 2, · · · , r)满足[
Θ11ij Θ12ij

∗ Θ22ij

]
< 0, i, j = 1, 2, · · · , r, (4)








W 11 W 12 0
∗ W 13 δ1A2iX

∗ ∗ XQ
−1

1 X


 > 0,




W 21 W 22 0
∗ W 23 δ2BiKj

∗ ∗ XQ
−1

2 X


 > 0,

i, j = 1, 2, · · · , r.

(5)

其中:
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Θ11ij =




Π11 Π12 0 0 0
∗ Π22 Π23 Π24 Bwi

∗ ∗ −µ1S1 0 0
∗ ∗ ∗ −µ2S2 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I




,

Θ12ij =




XCT
1i τ 1Z

T τ 2Z
T XET

1ai XET
1ci

0 τ 1Y
T τ 2Y

T 0 0
XCT

2i 0 0 XET
2ai XET

2ci

K
T

j DT
i 0 0 K

T

j ET
bi K

T

j ET
di

DT
wi 0 0 ET

bwi ET
dwi




,

Θ22ij =




Π66 0 0 0 0
∗ −τ 1Q1 0 0 0
∗ ∗ −τ 2Q2 0 0
∗ ∗ ∗ −ε1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




,

Π11 = Z + ZT + S1 + S2 + τ 1W 11 + τ 2W 21,

Π12 = Y − ZT + XAT
1i + δ1XAT

2i + δ2K
T

j BT
i +

τ 1W 12 + τ 2W 22,

Π22 = −Y − Y T + τ 1W 13 + τ 2W 23 + ε1DDT,

Π23 = (1− δ1)A2iX, Π24 = (1− δ2)BiKj,

Π66 = −I + ε2DDT, Z = −P−1
2 P1P

−1,

Ki = KiX, X = P−1, Y = P−1
2 , Sm = XTmX,

Qm = Q−1
m , µm = 1− µm(m = 1, 2).

“*”表示矩阵对称位置上元素的转置. 则对任意
的0 6 τi(t) 6 τ i(i = 1, 2), 系统(3)渐近稳定, 且反
馈控制增益矩阵为Ki = KiX

−1.

证证证 根据文[10], 令y(t) =
.
x(t), 对于式(3a),利

用Newon-Leibuniz公式,则有如下的等价形式:

0 =
r∑

i,j=1

hih
τ2
j [Gijx−A2i

w t

tτ1

.
x(s)ds−

BiKj

w t

tτ2

.
x(s)ds + Bwiw − y]. (6)

其中Gij = A1i +A2i + BiKj . 对系统(3),构造时滞

相关型Lyapunov泛函V (t) =
5∑

i=1

Vi,其中:

V1 = xTPx;V2 =
w t

tτ1

xT(s)T1x(s)ds,

V3 =
w 0

−τ̄1

w t

t+θ
yT(s)Q1y(s)dsdθ,

V4 =
w t

tτ2

xT(s)T2x(s)ds,

V5 =
w 0

−τ̄2

w t

t+θ
yT(s)Q2y(s)dsdθ,

则沿系统(3)轨迹的导数为
.

V 1 = 2xTP
.
x =

r∑
i,j=1

hih
τ2
j 2ηTGT{

[
0 I

Gij −I

]
η +

[
0
Bwi

]
w −

[
0
A2i

]w t

tτ1

.
x(s)ds−

[
0

BiKj

]w t

tτ2 (t)

.
x(s)ds},

.

V 2 6 xTT1x− (1− µ1)xT(tτ1)T1x(tτ1),
.

V 3 = τ 1y
TQ1y −

w t

tτ1

yT(s)Q1y(s)ds,

.

V 4 6 xTT2x− (1− µ2)xT(tτ2)T2x(tτ2),
.

V 5 = τ 2y
TQ2y −

w t

tτ2

yT(s)Q2y(s)ds.

其中:

η =
[
x

y

]
, G =

[
P 0
P1 P2

]
.

由引理2可知

−2ηTGT

[
0
A2i

]w t

tτ1

.
x(s)ds 6

τ 1η
TW1η + 2ηT(M1 −GT[0 AT

2i]
T)(x−

x(tτ1)) +
w t

tτ1

yT(s)Q1y(s)ds−

2ηTGT

[
0

BiKj

]w t

tτ2

.
x(s)ds 6

τ 2η
TW2η + 2ηT(M2 −GT[0 (BiKj)T]T)(x−

x(tτ2)) +
w t

tτ2

yT(s)Q2y(s)ds.

其中:

W1 =
[
W11 W12

∗ W13

]
, W2 =

[
W21 W22

∗ W23

]
.

(7)

综合上述各式, 应用引理1和Schur补引理, 应
用引理1和Schur补引理, 通过变换得到式(4). 由
式(4)知zTz − γ2wTw +

.

V (t) 6 0.
引入H∞性能指标函数,在系统零初始状态情况

下,可以导出

J 6
w ∞

0
[zTz − γ2wTw +

.

V (t)]dt.

因此有J < 0, 闭环控制系统(3)满足H∞范数界γ约

束,且是渐进稳定的.

下面考虑式 (7), 在式 (7) 左右两边分别乘
diag{(G−1)T, X}及其转置,通过变换可得式(5).
证毕.

在定理中, 由于XQ
−1

1 X, XQ
−1

2 X , 因此式(5)不
能用MATLAB的LMI工具箱直接求解. 类似文[7],基
于锥补线性化算法, 可将定理的非凸可行性问题转
化为一个满足LMI约束条件的非线性规划问题. 以
下假设n = 1, 2.
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首先,介绍两个新的变量L1, L2 > 0,且满足

XQ
−1

1 X > L1, XQ
−1

2 X > L2. (8)

用式(8)代替条件(5)得到







W̄11 W̄12 0
∗ W̄13 δ1A2iX

∗ ∗ L1


 > 0,




W̄21 W̄22 0
∗ W̄23 δ2BiK̄j

∗ ∗ L2


 > 0.

(9)

由式(8)得到X−1Q̄nX−1 6 L−1
n . 令

L̄n = L−1
n , Q̄−1

n = Qn, P = X−1.

应用Schur补引理,条件(5)可用式(9)和[
L̄n P

P Qn

]
> 0, (10)

LnL̄n = I, XP = I, Q̄nQn = I (11)

代替.条件(11)里仍然是非线性的条件.基于锥补线
性化算法, 可将定理的非凸可行性问题转化为满足
如下LMI约束条件的非线性规划问题,即



min tr(L1L̄1 + L2L̄2 + XP + Q̄1Q1 + Q̄2Q2)

s.t.式(4)(9)(10)和

[
Ln I

I L̄n

]
>0,

[
Q̄n I

I Qn

]
>0,

[
X I

I P

]
>0.

(12)

本文得到如下的算法:

Step 1 求解满足 LMI(12)的可行解. 如果式
(12)不存在可行解,则退出.否则令k = 0.

Step 2 解下面的LMI凸优化问题:



min tr Ξij

s.t. LMIs in式(12),

Ξij =
2∑

n=1

(LnkL̄n+L̄nkLn+QnkQ̄n+

Q̄nkQn) + XkP̄ + P̄kX.

然后记

Lnk+1 = Ln, L̄nk+1 = L̄n, Qnk+1 = Qn,

Q̄nk+1 = Q̄n, Xk+1 = X, Pk+1 = P.

Step 3 对于在Step 2中获得的矩阵X, Q̄1, Q̄2,
求解LMIs(4)(5), 如果存在可行解, 则退出. 否则
令k = k + 1,返回Step 2.

注注注 1 文中将“Descriptor form”的Lyapunov-Krasovs-

kii方法应用到模糊控制中,方法应用到模糊控制中,使得引

入控制后的系统结构充分体现在泛函中,从而克服了以往

普通Lyapunov函数在推导中所带来的保守性. 同时凸优化

算法可以使得到的结果进一步优化,从而使所得到的稳定

性条件保守性更小.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Number simulation)
例例例 1 考虑文[5,6]中的时滞系统:

.
x = A1ix + Biuτ , i = 1, 2. (13)

这里:

A11 =

[
−0.5 0.1
1 0

]
, A12 =

[
−1 0.1
1 0

]
,

D =

[√
0.1
0

]
, Bi = [1 0]T,

E1ai = [0
√

0.1], Ebi = [0 0].

应用锥补线性化算法,当δ2 = 0.95时,可以得到最大
的时滞上界为3.06,控制器增益为

K1 =[−0.4669 − 0.2856], K2 =[0.0501 − 0.0679].

而用文[4]所得的稳定性条件获得的最大输入时滞
上界是0.4223; 用文[5]所得的稳定性条件获得的最
大输入时滞上界是1.75;通过对比发现,应用本文的
方法所得的时滞上界比文[4,5]大很多, 可见文中提
出的方法具有更小的保守性.

例例例 2 考虑如下的时滞系统H∞模糊系统:



.
x = A1ix +A2ix(tτ1) + Biuτ2 + Bwiw,

z = C1ix + C2ix(tτ1) + Diuτ2 + Dwiw,

i =, 1, 2.

(14)

其中:

A11 =

[
−1 −0.5

0 −1

]
, A12 =

[
−2 −1.5

0 −1

]
, Bi =

[
0.1
0

]
,

A2i =

[
−0.1 −0.5

0.5 0

]
, Bwi =

[
0.01
0

]
, D=

[
0.03
0

]
,

E1ai =E2ai =[0.1 0.1], Ebi =0.05, Ebwi =0.02,

C1i = [−0.3 0.1], Di = Dwi = 0.5, C2i = [0 1].

设F (t) sin t, w = 1.5 sin(2t)e−0.05t. 模糊隶属度函
数为h1 = sin2(x1 + 0.5)和h2 = 1− h1.
应用锥补线性化算法, 当δ1 = 1.5, δ2 =

1.8, τ 1 = 0.2, τ 2 = 0.1时,控制器增益为

K1 =[−0.0085 0.0009], K2 =[0.0012 0.0026].

设初始状态为x(0) = [1 0]T. 在模糊控制器(2)作用
下, 闭环控制系统(14)的状态响应曲线和控制输出
曲线如图所示. 仿真结果表明了本文所阐述的方法
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对于较复杂的模糊系统也是有效的.

图 1 状态响应曲线

Fig. 1 The responses of the state

图 2 控制输出响应曲线

Fig. 2 The response of control output

5 结结结论论论(Conclusion)
针对带有输入和状态时滞的不确定模糊系统,给

出了全新的时滞相关稳定性准则;并利用锥体线性
化算法,得到放宽的模糊控制器的设计方案,使所得
的结果具有较小的保守性, 从而使得控制器的设计
更加灵活.
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