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摘要:研究了一种变论域模糊控制算法及其收敛性问题.首先,针对常见的双输入单输出模糊控制器,提出了一
种新型的潜遗传变论域模糊控制算法,通过使用模糊单值转换函数,简化了新算法推理后件的变论域操作,显著地
减少了计算量. 然后,从理论上证明了新算法的收敛性. 最后,为了验证算法的有效性,本文将新算法和已有的两个
典型算法做了倒立摆实验对比. 结果表明,相对于已有算法,由新算法构成的控制器在控制精度上有明显的提高.
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Double-input and single-output fuzzy control algorithm
with potentially-inherited variable universe and its convergence
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Abstract: The problems of variable-universe fuzzy control algorithm and its convergence are studied in this paper.
First, a novel potentially-inherited variable-universe fuzzy control algorithm is proposed for conventional double-input
and single-output fuzzy controllers. By using a fuzzy-singleton transition function, the computation of the algorithm is
significantly reduced because its operations are simplified on the variable universe of the consequent part of inference.
Then, the convergence of the algorithm is proved theoretically. Finally, to confirm the algorithm’s effectiveness, comparison
experiments on inverted pendulum are done using two typical algorithms and the new one. The results of experiments show
that, compared with the two typical algorithms, the controller based on the new algorithm obtains notable improvement in
control precision.
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1 引引引言言言(Introduction)
变论域模糊控制器是一种高精度的自适应控制

器. 所谓变论域模糊控制器, 就是通过选取合适的
论域伸缩因子,以论域之变应误差之变,使得实际的
控制规则大幅度增加,越接近期望控制点,控制器的
档级越小, 因而可获得较高的控制精度. 文献[1]首
次提出了变论域模糊控制器的基本结构和一些相关

算法,并指出变论域可以通过潜遗传、显遗传、或者
逐步显遗传等方法来实现. 注意, 潜遗传与显遗传
的区别在于计算输出模糊集的峰点值或模糊单值元

素[2]的方法不同. 文献[3,4]使用变论域模糊控制算
法取得了四级倒立摆等非线性对象的控制成功. 借
助于变论域方法, 文献[5]对自主汽车侧向控制, 文
献[6]对达芬混沌系统的控制,以及文献[7]对飞行器

摇摆控制均取得了良好的效果.由此可见,变论域方
法是有效可行的. 针对常用的双输入单输出模糊控
制器,文献[1]只提出了显遗传变论域控制算法,并且
这种算法比较复杂,对计算硬件要求高,在应用上受
到了限制.为了解决这个问题,本文将提出一种在计
算上相对简单的双输入单输出潜遗传变论域模糊控

制算法.
2 潜潜潜遗遗遗传传传变变变论论论域域域模模模糊糊糊控控控制制制算算算法法法(Potentially-

inherited variable-universe fuzzy control al-
gorithm )

2.1 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
定定定义义义 1 [8] 若A为给定论域X上的一组模糊集,

N为自然数集, i, p ∈ N,且令A = {Ai}(1 6 i 6 p).
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设xi为Ai的峰点, 另设m,n ∈ [1, 2, · · · , p], ∀m,n,
如果m 6= n,则xm 6= xn,且满足

n∑
i=0

Ai(x) = 1, x ∈ X, (1)

则称Ai为A的一个基元,并称A为x上的一个基元组.
定定定义义义 2 若A为X上的一个基元组, 如果对任

意x ∈ X ,且x 6= xi,任意两个相邻的基元Ai与Ai+1,
如果满足

Ai(x) 6= 0 6= Ai+1(x), (2)

Ai(x) + Ai+1(x) = 1, (3)

则称A为X上的一个双相基元组. 特别地, 若Ai(x)
为线性函数时, 则称A为X上的一个双相线性基元

组.
定定定义义义 3 若j, q ∈ N, r = max(p, q), A = {Ai}

(1 6 i 6 p)与B = {Bj}(1 6 j 6 q)分别为偏差与
偏差变化率论域X = [−E, E], Y = [−EC, EC]上
的双相线性基元组, C = {zij}为控制输出量模糊
单值集, C的论域Z = [−U,U ], 令辅助模糊单值
集W = {ws}(1 6 s 6 r), {ws} = {zij},如果有严
格单调递增函数f : C → W , f(zij) = ws,且满足

f(zpq) = w1, f(z11 = wr), (4)

−U = w1 < w2 < · · · < wr = U, (5)

−U = zpq < w(p−1)q < · · · < z11 = U, (6)

则称f为模糊单值转换函数.
设置辅助模糊单值集W的目的,是为了通过f把

对C矩阵各元素的变论域操作简化为对W各元素的

变论域操作.
2.2 控控控制制制算算算法法法(Control algorithm )
为了计算方便, 隶属度函数的形状取为“三角

波”. 对于时间序列k = 0, 1, 2, · · · ,在k时刻的峰点

值xi, yj及模糊单值元素zij, ws分别记为xk
i , y

k
j , zk

ij,

wk
s . 相应地, 在k时刻的偏差及偏差变化率隶

属度函数分别记为Ai(xk, k)和Bj(xk, k), 且基元
组A和B均为双相线性基元组. 对偏差、偏差变化率
及输出量的对应的伸缩因子α(x), β(x, y)和γ(z)规
定如下:

α(x) = (
|x|
E

)t, (7)

β(x, y) = (
1
2
(
|x|
E

+
|y|
EC

))t, (8)

γ(z) = (
|z|
U

)t. (9)

其中t为参数, 0 < t < 1. 令控制算法步骤如下:

步步步骤骤骤 0 任意给定控制器的初值输入x0 ∈
X, y0 ∈ Y ,控制器的输出

z1 = F (x0, y0, 0) =
p∑

i=0

q∑
j=0

Ai(x0, 0)Bj(y0, 0)z0
ij. (10)

步步步骤骤骤 1 z1作用于对象后产生系统输出, 该输
出与参考输入比较后得到输入x1和y1, 取x1

i =
α(x1)x0

i , y1
j = β(x1, y1)y0

j , w1
s = γ(z1)w0

s , 并由
模糊单值转换函数得z1

ij = f(w1
s),于是

z2 = F (x1, y1, 1) =
p∑

i=0

q∑
j=0

Ai(x1, 1)Bj(y1, 1)z1
ij.

(11)

步步步骤骤骤 k zk作用于对象后产生系统输出, 该
输出与参考输入比较后得到输入xk和yk, 取xk

i =
α(xk)x0

i , yk
j = β(xk, yk)y0

j , wk
s = γ(zk)w0

s ,并由模
糊单值转换函数得zk

ij = f(wk
s ),于是

zk+1 = F (xk, yk, k) =
p∑

i=0

q∑
j=0

Ai(xk, k)Bj(yk, k)zk
ij. (12)

定定定理理理 1 若A(x, 0), B(y, 0), F (x, y, 0)分别简
记为A(x), B(y), F (x, y),则双输入单输出潜遗传变
论域模糊控制算法可表示为

zk+1 =

γ(zk)F (xk/α(xk), yk/β(xk, yk)) =

γ(zk) ·
p∑

i=0

q∑
j=0

Ai(xk/α(xk))Bj(yk/β(xk, yk))z0
ij.

(13)
证证证 因为xk

i = α(xk)x0
i , y

k
j = β(xk, yk)y0

j ,得

A(xk, k) = A(xk/α(xk), 0), (14)

B(yk, k) = B(xk/β(xk, yk), 0), (15)

又有

zk
ij = γ(zk)z0

ij. (16)

对式(14)(15)略去时间变量k, 并把式(14)∼(16)代入
式(12)后即得式(13). 证毕.
2.3 算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性(Convergency property of the al-

gorithm )
定定定理理理 2 假设∀k, xk 6= 0,且有

lim
k→+∞

xk = 0. (17)

若α(xk), γ(zk)满足如下平稳性:

lim
k→+∞

α(xk−1)
α(xk)

= 1, lim
k→+∞

γ(zk)
γ(xk−1)

= 1, (18)

则zk+1必随xk → 0而收敛. 特别地, 若xk较之α(xk)
为高阶无穷小,则zk+1必随xk→0而收敛于0.
证证证 由式(14)∼(16)的推导方法,不难得

F (xk, yk, k) =
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γ(zk)
γ(zk−1)

· F (xk α(xk−1)
α(xk)

, yk β(xk−1, yk−1)
β(xk, yk)

, k − 1).

(19)

考虑

|zk+1 − zk| =
|F (xk, yk, k)− F (xk−1, yk−1, k − 1)| =
|F (xk, yk, k)− F (xk, yk, k − 1) +

F (xk, yk, k − 1)− F (xk−1, yk−1, k − 1)| 6
|F (xk, yk, k)− F (xk, yk, k − 1)|+
|F (xk, yk, k − 1)− F (xk−1, yk−1, k − 1)|,

F (x, y, k − 1)为连续函数, ∀ε > 0,∃δ1 > 0, δ2 > 0,
当|xk − xk−1| < δ1, |yk − yk−1| < δ2时,可得

|F (xk, yk, k − 1)− F (xk−1, yk−1, k − 1)| < ε

2
.

(20)

令中间变量

ρ = F (xk α(xk−1)
α(xk)

, yk β(xk−1, yk−1)
β(xk, yk)

, k − 1),

由式(19)可得

|F (xk, yk, k)− F (xk, yk, k − 1)| =∣∣∣∣
γ(zk)

γ(zk−1)
ρ− F (xk, yk, k − 1)

∣∣∣∣

6
∣∣∣∣

γ(zk)
γ(zk−1)

ρ− ρ

∣∣∣∣ + |ρ− F (xk, yk, k − 1)|.

令H为F (x, y, k − 1)的上界,则

|F (xk, yk, k)− F (xk, yk, k − 1)| 6∣∣∣∣
γ(zk)

γ(zk−1)
− 1

∣∣∣∣ H + |ρ− F (xk, yk, k − 1)|.

由式(18)可知, ∃k1,当k > k1时,∣∣∣∣
γ(zk)

γ(zk−1)
− 1

∣∣∣∣ H <
ε

4H
·H =

ε

4
. (21)

∃k2, 当k > k2时, |[α(xk−1)/α(xk)] − 1| <
√

δ1, 因
为xk → 0, ∃k3; 当k > k3时, |xk| <

√
δ1; 当k =

max (k2, k3)时,得|xk| · |[α(xk−1)/α(xk)]− 1| < δ1,
必有

|ρ− F (xk, yk, k − 1)| < ε

4
. (22)

由式(20)∼(22), 并取K = max (k1, k2, k3)时, 当
k > K时,得

|zk+1 − zk| < ε

2
+

ε

4
+

ε

4
= ε.

可记

v = lim
k→+∞

zk, v ∈ R.

若xk较之α(xk)为高阶无穷小, 由定理1立刻可得
v = 0. 证毕.

3 与与与其其其他他他算算算法法法的的的比比比较较较(Compared with other
algorithms)

3.1 在在在计计计算算算简简简易易易性性性上上上的的的比比比较较较(Comparisons on
computation)
目前,在变论域模糊控制方面的研究已取得了一

些有价值的理论成果[1,3∼9],其中以文献[1,4]提出的
算法较有代表性. 文献[1]提出了双输入单输出显遗
传变论域模糊控制算法. 文献[4]通过构造积分型伸
缩因子,获得了另一类变论域模糊控制算法. 通过分
析文献[1,4]算法与本文算法, 得出它们的主要差别
存在于以下3个方面:

1) 本文算法通过设置模糊单值转换函数f ,把对
输出矩阵Cp×q各元素的变论域操作转换为对辅助

向量Wr各元素的变论域操作,使推理后件的变论域
操作得到了较大的简化, 因而其相应的计算量得到
了显著的减少. 这是文献[1,4]算法所不具备的;

2) 文献[1]算法需要四级求和运算,而本文算法
只需两级求和运算.相对于前者,后者的计算量随模
糊划分数的增加而呈指数递减;

3) 文献[4]算法在推理后件部分采用积分型伸缩
因子,本文算法采用指数型伸缩因子,后者比前者明
显简单.
3.2 在在在控控控制制制效效效果果果上上上的的的比比比较较较(Comparisons on con-

trol performances)
例例例 1 用倒立摆实物控制来考察本文的(13)算

法、文献[1]的式(32)算法与文献[4]的式(23)算法的
控制效果, 被控对象采用ZWP-Ⅱ型单级旋转式倒
立摆,其结构示意图如图1所示. 令θ 表示倒摆角度,
ϕ表示摆杆角度,控制目标为θ = 0, ϕ = 0.

图 1 ZWP-Ⅱ型倒立摆结构示意图

Fig. 1 Sketch map for ZWP-Ⅱinverted pendulum

现设模糊控制规则如表1所示, 其中, E和Ec表

示偏差与偏差变化率, Ne, Ze和Po表示“负”、
“零”和“正”之意, 并设系统控制框图如图2所
示[10,11].
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图 2 倒立摆控制系统结构框图

Fig. 2 Block diagram of inverted pendulum control system

表 1 模糊控制规则
Table 1 Fuzzy control rules

Ec
E

Ne Ze po

Ne Po Po Ze
Ze Po Ze Ze
Po Ze Ne Ne

图2中: K = 0.3,Kf1 = 68.79,Kf2 = 22.93.并

取伸缩因子参数t = 0.854, 采样步长Ts = 0.01s,
控制器1和控制器2采用的算法相同. 并令论域边
界值E1 = E2 = U = 6,且设x1, x2 分别表示偏差

和偏差变化率的实际值, 则E和Ec的隶属度函数

均采用如下“三角波”形式:

Ne(x) =

{
[x− 0]/[−6− 0], − 6 6 x 6 0,

0, x < −6, x > 0,

Ze(x) =





[x− (−6)]/[0− (−6)], − 6 6 x < 0,

[x− 6]/[0− 6], 0 < x 6 6,

0, x < −6, x > 6,

Po(x) =

{
[x− 0]/[6− 0], 0 6 x 6 6,

0, x < 0, x > 6.

于是,控制器(13)可写成下列实际形式:

uk = 6Ne(xk
1))Ne(xk

2) + 6Ne(xk
1)Ze(xk

2) +

6Ze(xk
1)Ne(xk

2)− 6Ze(xk
1)Po(xk

2)−
6Po(xk

1)Ze(xk
2)− 6Po(xk

1)Po(xk
2).

实验分3次进行,第1次取为本文算法,第2次为
文献[1]算法, 第3次取为文献[4]算法, 得到的结果
分别绘制在图3和图4中. 为了方便结果的比较,
第1次实验得到的结果同时绘制在图3与图4中.
结果分析:
1) 由图3可知, 取本文算法时, |θ|的最大值约

为2.5 × 10−3rad;而取文献[1]所给算法时, |θ|的最
大值约为5.0× 10−3rad;

2) 由图4可知,取文献[4]所给算法时, |θ|的最
大值约为6.5× 10−3rad;而取本文算法时, |θ|的最

大值约为2.5× 10−3rad.
所以, 对于倒摆角度, 本文算法不仅取得了稳

定的控制, 且所取得的控制精度均优于文献[1]算
法和文献[4]算法.

图 3 与文献[1]比较的θ响应曲线

Fig. 3 Response curve of θ comparing with Ref.[1]

图 4 与文献[4]比较的θ响应曲线

Fig. 4 Response curve of θ comparing with Ref.[4]

4 结结结论论论(Conclusion)
变论域模糊控制器具有控制精度高,所需模糊

规则少的优点,吸引了许多研究者的兴趣,并取得
了不少的成果.相对已有成果,本文的创新之处在
于, 利用模糊单值转换函数简化了输出模糊集的
变论域操作,并在此基础上,提出了双输入单输出
的潜遗传变论域模糊控制算法. 并且,从理论上证
明了该算法的收敛性.相对已有算法, 本文算法具
有更小的计算量. 倒立摆控制实验结果表明,本文
算法的控制效果优于文献[1]与文献[4]所给算法.
因此, 双输入单输出潜遗传变论域模糊控制算法
是一种简单而可靠的高精度模糊控制算法.
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