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摘要:利用多Lyapunov函数,对自治型切换中立系统,给出了可用观测器切换镇定的充分条件;给出了分段观测
器的参数化表示法,建立了稳定化切换律的构造方案.在此基础上,把多Lyapunov函数方法同单Lyapunov函数方法
相结合,将上述结果推广到含有控制的情况,同时给出了观测器切换律和控制器切换律.最后举例说明了所提方法
的有效性.
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Hybrid control of switched neutral time-delay systems via
observer-based switching

LI Wen-lin, LI Qiao-ping
(College of Mathematics and Information Science, Henan Normal University, Xinxiang Henan 453007, China)

Abstract: Using mu1tip1e-Lyapunov-function technique, the sufficient conditions of stabilizing switched neutral time-
delay systems via observer-based switching are derived. The parameterized characterization of the observer is provided
and the corresponding switching strategies to guarantee the stability are constructed. Combining mu1tip1e-Lyapunov-
function technique with single-Lyapunov-function technique, we generalize these conclusions to the system which contains
controller, and give the switching strategies for the observer and the controller. Two examples are given to illustrate the
effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,切换中立时滞系统作为混杂动态系统中

的一种重要类型,开始引起学者的的关注,并取得一
定的研究成果.文献[1]研究了切换线性中立时滞系
统的稳定性问题,但没有考虑含有控制项的情况. 在
切换律设计方面, 也出现了一些相关研究结果[2∼4].
但这些切换律的实现要依赖于系统的状态, 这对状
态不完全可测的系统难以实现. 文献[5]将基于观测
器的镇定方法引入到切换系统,利用公共 Lyapunov
函数方法给出了系统二次稳定的切换律构造方法.
文献[6]将其结果推广到了离散时间线性切换系统.
文献[5]也研究了切换系统基于观测器的镇定问题,
但没有涉及到切换律设计问题.
本文考虑了切换中立时滞系统基于观测器的混

杂控制问题: 1)给出了自治系统基于观测器切换可
镇定的充分条件,以及该条件下观测器和稳定化切

换律构造方法; 2)针对含有控制项的切换中立时滞
系统,给出了观测器的切换律和控制器的切换律,通
过划分切换域,得出系统基于观测器切换可镇定的
充分条件.在一些参数给定的情况下,所给条件都可
转化为线性矩阵不等式的可解性问题.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下线性切换中立时滞系统:




Ḋxt
= Aσ(t)x(t) + Ahx(t− h),

y(t) = Cσ(t)x(t),

x(t) = φ(t), t ∈ [t0 −max{d, h}, t0].
(1)

其中: x(t) ∈ Rn是状态变量, y(t) ∈ Rp是测量

输出, 微分算子Dxt
= x(t) − Jx(t − d); Ah ∈

Rn×n, J ∈ Rn×n是常矩阵, σ(t) : [0,∞)→M =
{1, 2, · · · ,m}是要设计的分段常值函数, σ(t) = i表

示在t时刻,系统的第i个子系统(Ai, Ci)为有效子系
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统. Ai ∈ Rn×n和Ci ∈ Rp×n为常矩阵. d > 0, h >

0是系统时滞常数, φ(t)为连续的向量值初始函数.
假定系统的状态是不可测的或者不是全部可测

的,同时假定系统在有限时间内切换有限次,并且每
个子系统都是不稳定的(否则问题将是平凡的).
本文的目的是对于给定的切换中立时滞系统(1),

设计分段的状态观测器:

D̂x̂t
=Aσ(t)x̂(t)+Ahx̂(t−h)+Lσ(t)(y−Cσ(t)x̂(t))

(2)

和基于重构状态的切换律σ(t), 使得系统(1)在切换
律σ(t)的作用下是渐近稳定的.
为证明和叙述的方便,给出如下记号和假设:
记记记号号号 1 γα(K, q)表示由参数α1, α2, · · · , αq所

确定的K1,K2, · · · ,Kq的凸组合构成的矩阵束.
记记记号号号 2 Σ = {x0; (i0, t0), (i1, t1), (i2, t2), · · · ,

ik ∈ M, k ∈ {0, 1, 2, · · · }}表示初始状态为x0的

时间切换序列,其中(ik, tk)表示当tk 6 t < tk+1 时,
切换系统第ik个子系统被激活,在第tk+1时刻离开.
记记记号号号 3 Σj = {[tj1 , tj1+1), [tj2 , tj2+1), · · · , [tjn

,

tjn+1), · · · , σ(t) = j , tjn
6 t < tjn+1 , n ∈

{1, 2, · · · }}表示第j个子系统被激活时的切换时间

序列,第j个子系统在第tjn
时刻被激活,在第tjn+1时

刻离开. 其中1 6 j 6 m.

记记记号号号 4 arg max
i∈M

f(i)和arg min
i∈M

f(i)分别表示

集合M中使函数f(i)取最大值和最小值的i.
假假假设设设 1 1) 矩阵J是Shur-cohn稳定的, 即J 6=

0且‖ J ‖< 1; 2) (Ai, B)可控.
令e(t) = x(t) − x̂(t) , Det

= e(t) − Je(t −
d), D̂x̂t

= x̂(t) − Jx̂(t − d), 则相应的动态误差方
程为

Ḋet
=Aσ(t)e(t)+Ahe(t−h)−Lσ(t)(y−Cσ(t)x̂(t)),

重构系统和误差系统组成增广系统:{ ˙̂
Dx̂t

=Aσ(t)x̂(t)+Ahx̂(t−h)+Lσ(t)(y−Cσ(t)x̂(t)),

Ḋet
=Aσ(t)e(t)+Ahe(t−h)−Lσ(t)(y−Cσ(t)x̂(t)),

(3)

下面将围绕系统(3),给出系统可镇定的充分条件.

3 观观观测测测器器器和和和切切切换换换律律律的的的设设设计计计(Design of ob-
server and switching law)
定定定理理理 1 如果存在m个矩阵Yi ∈ Rn, i ∈ M ,

5个对称正定阵P2, Q1, Q2, R1, R2 ∈ Rn×n, m个对

称正定阵P i
1 ∈ Rn×n和m × (m − 1)个实数βij >

0(i 6= j),使得以下LMIs成立:

Π i
1 =




Π i
11 Π i

12 P i
1

∗ Π i
22 0

∗ ∗ −R1


 < 0,

Π i
2 =




Π i
44 Π i

45 P2

∗ Π i
55 0

∗ ∗ −R2


 < 0, i = 1, 2, · · · ,m, (4)

Π i
11 = P i

1Ai + AT
i P i

1 + JTQ1J + AT
h R1Ah +

m∑
j=1,j 6=i

βij(P i
1 − P j

1 ),

Π i
12 = JTQ1J + AT

h R1Ah + P i
1Ai,

Π i
22 = JTQ1J −Q1 + AT

h R1Ah,

Π i
44 = P2Ai + AT

i P2 − YiCi − CiY
T

i +

JTQ2J + AT
h R2Ah,

Π i
45 = JTQ2J + AT

h R2Ah + P2Ai − YiCi,

Π i
55 = JTQ2J −Q2 + AT

h R2Ah,

则切换系统 (1)基于观测器切换可镇定,相应的分段
观测器及稳定化切换律分别为:

Li = (P2)−1Yi, (5)

σ(t) = arg max
i∈M

{D̂T
x̂t

P i
1D̂x̂t

}. (6)

证证证 假设存在矩阵P2, Q1, Q2, R1, R2, P
i
1和实

数βij ,使得LMIs(4)成立.
记

ξT(t) = [ξT
1 (t) ξT

2 (t)], ηT(t) = [ηT
1 ηT

2 ],

ξT
1 (t) = [D̂T

x̂t
, (Jx̂(t− d))T , (Ahx̂(t− d))T],

ξT
2 (t) = [DT

et
, (Je(t− d))T , (Ahe(t− d))T],

Ξi ={η|η1 6=0, ηT
1 (P i

1 − P j
1 )η1 >0,∀j∈M, j 6= i},

则
⋃

i∈M

Ξi = R6n \ {η1 6= 0}, Ξi

⋂
Ξj = Φ, i 6= j.

从而对任意非零向量ξ(t) ∈ R6n 必存在一

个i ∈ M ,满足ξ(t) ∈ Ξi,即:

D̂T
x̂t

(P i
1 − P j

1 )D̂x̂t
> 0,∀j∈M, j 6= i. (7)

取Lyapunov-Krasovskii函数如下:

V i(t)=V i
1 (t)+V2(t)+V3(t)+V4(t), ξ(t) ∈ Ξi, (8)

其中:

V i
1 (t) = D̂T

x̂t
P i

1D̂x̂t
, V2(t) = γDT

et
P2Det

,

V3(t)=
w t

t−d
[x̂T(s)JTQ1Jx̂(s)+

γeT(s)JTQ2Je(s)]ds,
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V4(t)=
w t

t−h
[x̂T(s)AT

h R1Ahx̂(s)+

γeT(s)AT
h R2Ahe(s)]ds,

γ是待定的正常数.
当ξ(t) ∈ Ξi时,沿系统(3)对V i(t)求导得

V̇ i(t) = V̇ i
1 (t) + V̇2(t) + V̇3(t) + V̇4(t) =

ξT
1 (t)Ωi

1ξ1(t) + ξT
2 (t)Ωi

2ξ2(t) +

2D̂T
x̂t

P i
1LiCi[Det

+ Je(t− d)],

其中:

Ωi
1 =




Ωi
11 Π i

12 P i
1

∗ Π i
22 0

∗ ∗ −R1


 ,

Ωi
2 =




Ωi
44 Ωi

45 γP2

∗ γΠ i
55 0

∗ ∗ −γR2


 , i = 1, 2, · · · ,m, (9)

Ωi
11 = P i

1Ai + AT
i P i

1 + JTQ1J + AT
h R1Ah,

Ωi
44 = γ[P2(Ai − LiCi) + (Ai − LiCi)TP2 +

JTQ2J −Q1 + AT
h R2Ah],

Ωi
45 = γ[JTQ2J + AT

h R2Ah + P2(Ai − LiCi)].

记

Yi = P2Li, Γij = diag{P i
1 − P j

1 , 0, 0},
i, j = 1, 2, · · · ,m, j 6= i,

则Ωi
2 = γΠ i

2,Π
i
11 = Ωi

11 +
m∑

j=1,j 6=i

βijΓij .

结合βij > 0, (i 6= j)及式(4)中Π i
1 < 0, 可

得Ωi
1 < 0. 因此, 在切换律(6)作用下必存在常

数α > 0使对∀ i∈M , ξ(t) ∈ Ξi有:

ξT
1 (t)Ωi

1ξ1(t) < −αD̂T
x̂t

D̂x̂t
, (10)

同理, 由式(4)中Π i
2 < 0知必存在常数β > 0, 使

对∀ i∈M , ξ(t) ∈ Ξi有

ξT
2 (t)Π i

2ξ2(t) < −βDT
et

Det
,

于是

V̇ i(t) <−αD̂T
x̂t

D̂x̂t
− γβDT

et
Det

+

2D̂T
x̂t

P i
1LiCi[Det

+ Je(t− d)].

显然,只要γ足够大,就能保证对∀ i∈M , ξ(t) ∈ Ξi,
有V̇ i(t) < 0.
类似文献[1], 易证Lyapunov函数在切换时刻单

调不增.由多Lyapunov函数技术知系统(3)渐近稳定,
从而系统(1)基于观测器切换可镇定. 证毕.
注注注 1 如果定理中取实数βij 6 0,则相应的切换律可

以选择为

σ(t) = arg min
i∈M

{D̂T
x̂t

P i
1D̂x̂t

}.

4 混混混杂杂杂状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Design of
hybrid state feedback controller)
考虑如下含有控制项的中立时滞系统[7,8]:



Ḋxt
= Aσ(t)x(t) + Ahx(t− h) + Bu(t),

y(t) = Cσ(t)x(t),
x(t) = φ(t), t ∈ [t0 −max{d, h}, t0],

(11)

假设该系统存在q个备选控制器,并且每个单一的控
制器均不能镇定系统

ul(t) = −Klx̂(t), l = 1, 2, · · · , q.

本节要解决的问题是设计混杂状态反馈控制律

u(t) = −Kµ(t)x̂(t), (12)

使系统(11)渐近稳定. 其中µ(t) : [0,∞}→N =
{1, 2, · · · , q}为待设计的控制器切换律.
类似于前面的方法可得系统(11)的分段状态观

测器. 重构系统和误差系统组成的增广系统为:



˙̂
Dx̂t

= Aσ(t)x̂(t) + Ahx̂(t− h)+
Lσ(t)(y − Cσ(t)x̂(t)) + Bu(t),

Ḋet
= Aσ(t)e(t) + Ahe(t− h)−

Lσ(t)(y − Cσ(t)x̂(t)).

(13)

定定定理理理 2 如果存在一个矩阵K̄ ∈ γα(K, q), 5
个对称正定矩阵P2, Q1, Q2, R1, R2 ∈ Rn×n, m个

对称正定矩阵P i
1 ∈ Rn×n和m × (m − 1)个实

数βij > 0, (i 6= j),使得以下LMIs成立:

Π̄ i
1 =




Π̄ i
11 Π̄ i

12 P i
1

∗ Π i
22 0

∗ ∗ −R1


 < 0,Π i

2 < 0,

i = 1, 2, · · · ,m, (14)

其中:

Π̄11 = Π i
11P

i
1 − P i

1BK̄ − (BK̄)TP i
1,

Π̄12 = Π i
12 − P i

1BK̄.

则切换系统 (11) 基于观测器切换可镇定, 相应
的分段观测器及两个稳定化切换律分别为

Li = (P2)−1Yi, (15)

σ(t) = arg max
i∈M

{D̂T
x̂t

P i
1D̂x̂t

}, (16)

µ(t) = l, ξ(t) ∈
m⋃

i=1

Ξil, l ∈ N. (17)

证证证 类似于定理 1的推导可得:
对于任意非零向量ξ(t) ∈ R6n一定存在一

个i ∈ M ,满足ξ(t) ∈ Ξi,即

D̂T
x̂t

(P i
1 − P j

1 )D̂x̂t
> 0,∀j∈M, j 6= i. (18)

由K̄定义知存在一组α1, α2, · · · , αq ∈ [0, 1]使
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q∑
l=1

αl = 1且有

K̄ =
q∑

l=1

αlKl,

把上式代入式(14)得
q∑

l=1

αlΠ
il
1 < 0,

q∑
l=1

αlΠ
il
2 < 0,

其中:

Π il
1 =




Π il
11 Π il

12 P i
1

∗ Π i
22 0

∗ ∗ −R1


 ,Π il

2 = Π i
2,

i = 1, 2, · · · ,m,

Π il
11 = Π i

11 − P i
1BKl − (BKl)TP i

1,

Π il
12 = Π i

12 − P i
1BKl.

令

Ξ̄il = {η∈R6n| η∈Ξi, ςT
1 Π il

1 ς1 < 0, ςT
2 Π il

2 ς2 < 0},
其中:

ςT
1 = [ηT

1 ηT
2 ηT

3 ], ςT
2 = [ηT

4 ηT
5 ηT

6 ],

Ξi1 = Ξ̄i1,

Ξik = Ξ̄ik −
k−1⋃
l=1

Ξil, · · · , Ξiq = Ξ̄iq −
q−1⋃
l=1

Ξil,

则:
q⋃

l=1

Ξil = Ξi,
m⋃

i=1

q⋃
l=1

Ξil = R6n \ {η1 6= 0},
Ξil

⋂
Ξik = Φ, l 6= k,

相应于控制器的切换律(17), 混杂状态反馈控制器
为

u(t) = −Kµ(t)x̂(t).

选取与定理1中相同的Lyapunov函数(9), 当ξ(t)
∈ Ξil时,沿系统(11)对V i(t)求导得

V̇ i(t) = V̇ i
1 (t) + V̇2(t) + V̇3(t) + V̇4(t) =

ξT
1 (t)Ωil

1 ξ1(t) + ξT
2 (t)Ωil

2 ξ2(t)+

2D̂T
x̂t

P i
1LiCi[Det

+ Je(t− d)],

其中:

Ωil
1 =




Ωil
11 Ωil

12 P i
1

∗ Π i
22 0

∗ ∗ −R1


 , Ωil

2 =




Ωil
44 Ωil

45 γP2

∗ γΠ i
55 0

∗ ∗ −γR2


 ,

i = 1, 2, · · · ,m, (19)

Ωil
11 = P i

1Ai + AT
i P i

1 − P i
1BKl −

(BKl)TP i
1 + JTQ1J + AT

h R1Ah,

Ωil
12 = Π i

12 − P i
1BKl,

Ωil
44 = γ[P2(Ai − LiCi) + (Ai − LiCi)TP2 +

JTQ2J −Q1 + AT
h R2Ah],

Ωil
45 = γ[JTQ2J + AT

h R2Ah + P2(Ai − LiCi)].

令Yi = P2Li,则Ωil
2 = γΠ il

2 .
类似于定理1可知

Π il
1 < 0等价于Ωil

1 +
m∑

j=1,j 6=i

βijΓij < 0,

又因为当ξ(t) ∈ Ξil时,有

ξ1(t)TΓijξ1(t) > 0 , j = 1, 2 · · · ,m, j 6= i,

ξ1(t)TΠ il
1 ξ1(t) < 0, ξ2(t)TΠ il

2 ξ2(t) < 0,

所以

ξ1(t)TΩil
1 ξ1(t) < 0, ξ2(t)TΩil

2 ξ2(t) < 0.

同样, 在切换律(16)的作用下必存在常数ᾱ >

0和β̄ > 0使对∀ i∈M , ξ(t) ∈ Ξi有{
ξT
1 (t)Ωil

1 ξ1(t) < −ᾱD̂T
x̂t

D̂x̂t

ξT
2 (t)Π il

2 ξ2(t) < −β̄DT
et

Det
.

(20)

从而当ξ(t) ∈ Ξil时,

V̇ i(t) <−αD̂T
x̂t

D̂x̂t
− γβDT

et
Det

+

2D̂T
x̂t

P i
1LiCi[Det

+ Je(t− d)],

显然,只要γ足够大,就能保证对∀ i∈M , ξ(t) ∈ Ξi,
有V̇ i(t) < 0.
类似于定理 1,可证系统基于观测器切换可镇定.
证毕.

4.1 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation)

算算算例例例 1 考虑由 2 个PEEL 模型构成的切换系
统[2,8]模型:{

ẋ(t)=Aix(t)+Ahx(t−h)+Jẋ(t−d),
y(t) = Cix(t),

i=1, 2,

式中:

A1 =
[−5 − 0.5

0 1

]
, A2 =

[
0.5 0

−1 − 5.5

]
,

Ah =
[−0.5 0

0 − 0.8

]
, J =

[−0.1 0.5
0.1 0

]
,

C1 = [−1 1], C2 = [1 − 1],

h = 0.5 ; d = 1,

取初始值x(t) = (3 − 2)T , ∀t ∈ [−1, 0],易见 2个
子系统都不稳定. 取β12 = β21 = 0.5,利用定理 1设
计切换律,可使该系统稳定. 相应的切换观测器为:

L1 =
[−1.0954

4.1367

]
, L2 =

[
6.6177

−3.5696

]
.
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算算算例例例 2 考虑切换系统:{
ẋ(t)=Aix(t)+Ahx(t−h)+Jẋ(t−d)+Bu(t),
y(t) = Cix(t),

式中:

i = 1, 2, A1 =
[

2 0
−5 − 2

]
,

A2 =
[

2 − 2
−1 0

]
, Ah =

[−0.5 0
0 − 0.8

]
,

J =
[−0.1 0.5

0.1 0

]
, B =

[
1 0
0 1

]
,

C1 = [−1 1], C2 = [1 − 1], h = 0.5; d = 1.

两个备选控制器参数为

K1 =
[

2 − 1.5
−13 0

]
,K2 =

[
4 − 6.5
3 − 8

]
.

若取α1 = α2 = 0.5,则得K̄ =
[

3 − 4
−5 − 4

]
.

取初始值x(t) = (3 − 2)T, ∀t ∈ [−1, 0], 2个
子系统在K1或K2的单独作用下都不稳定. 取β12 =
β21 = 0.5, 利用定理 2 设计切换律, 可使该系统稳
定. 相应的切换观测器为

L1 =
[−0.8805

2.0444

]
, L2 =

[
3.6545

−2.4006

]
.

5 结结结束束束语语语(Conclusion)
基于多Lyapunov函数技术,利用当前状态及滞后

状态的信息, 在R6n中划分切换域, 以LMI的形式给
出了系统基于观测器切换可镇定的充分条件、分段

观测器的参数表示和稳定化切换律的构造方法. 又

结合单Lyapunov函数的方法, 把该结论推广到含有
控制项的情况.
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