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串串串联联联弦弦弦系系系统统统的的的控控控制制制器器器和和和补补补偿偿偿器器器的的的设设设计计计及及及其其其Riesz基基基
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摘要:针对一类串联弦系统,在两端自由,内部连接点处力连续而位移不连续的条件下,论文先在内部连接点处
构造补偿器对位移进行补偿,然后在两端设计控制器对系统进行控制.于是得到一个闭环控制系统.利用半群理论
证明了这一系统的适定性. 通过算子的谱分析,推出了该系统的谱由重数有限的孤立本征值构成并且谱分布在左
半复平面,平行于虚轴的一个带域内.因此该系统存在Riesz基,满足谱确定增长条件并且是渐近稳定的.
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Design of controllers and compensators for
a serially connected string system and its Riesz basis
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Abstract: Under free boundary conditions, for a serially connected string system with continuity of vertical force and
discontinuity of displacement at the interior nodes, compensators are designed at the interior nodes to compensate the
displacement, and controllers are placed on both endpoints to control the system. Thus, a closed loop control system is
established. Its well-posedness is then shown via the semigroup theory. From spectrum analysis of operators, it is known
that the spectrum of the system is composed of isolated eigenvalues with finite multiplicity, and its spectrum is located in a
strip parallel to the imaginary axis in the left half complex plane. Hence, the existence of the Riesz basis is derived and the
spectrum-determined growth condition is concluded. The asymptotic stability of the system is thus proved.
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1 引引引言言言(Introduction)
许多民用建筑(如桥梁)、大型空间结构(如空间

站,机器人臂)都是由众多的弹性部件组成. 这些结
构在线性建模下, 可描述成一系列首尾相连的弦或
梁系统.由于这些结构会产生振动,基于操作性和安
全性等方面的考虑,工程上采用各种连接方式,设计
各种稳定器或调节器来抑制系统的振动.对于弦系
统,早在1987年G.Chen等人在文[1]中研究了两根弦
的镇定问题.同时该文还给出了n根弦串联系统的一

般模型:

mi

∂2y(x, t)
∂ t2

− Ti

∂2y(x, t)
∂ x2

= 0, t > 0, (1)

x ∈ (i− 1, i), i = 1, 2, · · · , n.

1989年, Liu等人在文[2]中,对满足Dirichlet-Dirichlet

(D-D)边界条件的系统(1),在节点处位移连续的条件
下, 采用耗散线性速度反馈, 利用乘子法得到闭环
系统的指数稳定性. 其后多位学者研究各种弦系统
及其应用[3∼5]. 但直到最近才对弦系统(1), 分别在
D-D和Dirichlet-Neumann (D-N)边界条件下, 证明了
系统的Riesz基性质[6,7]. 由于Riesz基性质比谱确定
增长条件有更深刻的振动系统特征, 同时它也是数
值计算的基础. 因此在给定的连接方式下,设计控制
方案使闭环系统具有Riesz基性质就具有重大的实
际意义.
本文研究在两端点处满足自由的Neumann-

Neumann(N-N)边界条件的系统(1). 设y(x, t)为系统
在t时刻在x点处的横向位移,它在区间[0, n]满足方
程(1),则y(0, t)和y(n, t)不受限制,但满足
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∂ y(0, t)
∂ x

= 0,
∂y(n, t)

∂x
= 0.

同时假设系统在内部连接点x = i处位移不连续而

力连续,即

y(i−, t)−y(i+, t)=vi(t), i=1,· · · , n−1, (2)

Ti

∂y(i−, t)
∂x

=Ti+1

∂y(i+, t)
∂x

, i=1,· · · ,n−1. (3)

为了镇定该系统,首先在内连接点处对位移进行补
偿,即在内部连接点处设置如下补偿器:




dv1(t)
dt

= −γ1[v1(t) + T2

∂y(1+, t)
∂x

],
...

dvn−1(t)
dt

=

−γn−1[vn−1(t) + Tn

∂y((n− 1)+, t)
∂x

].

(4)

然后在弦系统的两端设置如下控制器:

T1

∂ y(0, t)
∂ x

= α1

∂ y(0, t)
∂ t

+ y(0, t), t > 0, (5)

Tn

∂y(n, t)
∂x

= −αn

∂y(n, t)
∂t

, t > 0, (6)

其中α1, αn > 0. 利用补偿(4)和反馈(5)(6), 得到闭
环控制系统(1)∼(6).

2 系系系统统统的的的适适适定定定性性性(System well-posedness)
为了分析闭环系统(1)∼(6)的适定性和渐近稳定

性,先将系统写成抽象形式. 为此,令

y i(x, t) = y(i− 1 + x, t), x ∈ (0, 1), (7)

Y (x, t) = [y1(x, t), y2(x, t), · · · , yn(x, t)]T,

上标T代表向量或矩阵的转置(下同).并记

M = diag{m1, · · · ,mn},
T = diag{T1, · · · , Tn},
Γ = diag {γ1, · · · , γn−1}

和

V (t) = [v1(t), · · · , vn−1(t)]T.

再规定算子: Pn−1 : Rn 7→ Rn−1,

Pn−1[y 1, y2, · · · , yn ]T = [ y1, y2, · · · , yn−1 ]T

和 P̂n−1 : Rn 7→ Rn−1,

P̂n−1[y 1, y 2, · · · , yn]T = [y2, y3, · · · , yn]T.

于是这闭环反馈系统(1)∼(6)可写成





M
∂2Y (x, t)

∂t2
= T

∂2Y (x, t)
∂x2

, x ∈ (0, 1),

dV (t)
dt

= −Γ (V (t) + P̂n−1TYx(0, t)),

Pn−1Y (1, t)− P̂n−1Y (0, t) = V (t),

PTT
∂Y (0, t)

∂x
−T

∂Y (1, t)
∂x

=


 0

αn

∂yn(1, t)
∂t


,

T1

∂y1(0, t)
∂x

= α1

∂y1(0, t)
∂t

+ y1(0, t), t > 0,

Y (x, 0) = Y0(x),
∂Y (x, 0)

∂t
= Y 1(x),

V (t)|t=0 = V0
def= Pn−1Y0(1)− P̂n−1Y0(0).

(8)

这里y1(0, t)是任意的,

P =




0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

0 1
. . .

...
...

...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0




n×n

. (9)

引入如下空间:

Hk(0, 1) =
{
f ∈ Ck−1[0, 1] | f (k) ∈ L2[0, 1]

}
,

Hk ((0, 1),Rn) = {x = [x1(t), · · · , xn(t)]T ∈ Rn

| t ∈ [ 0, 1 ], xi(·) ∈ Hk(0, 1)},
X={[f, g, h]T ∈ H1((0, 1),Rn)×L2([ 0, 1 ],Rn)×

Rn−1|Pn−1f(1)− P̂n−1f(0) = h}.
记e1和en分别为n阶单位矩阵的第1个和第n个列向

量. 在空间X中分别引入内积和范数如下:

∀ [f, g, h]T, [f̂ , ĝ, ĥ]T ∈ X,

([f, g, h]T, [f̂ , ĝ, ĥ]T )X =w 1

0
(Tf ′(x), f̂ ′(x) ) dx +

w 1

0
(Mg(x), ĝ(x) ) dx +

(h, ĥ)Rn−1 + (eT
1 f(0), eT

1 f̂(0)),
∥∥[f, g, h]T

∥∥
X

= ( [f, g, h]T, [f, g, h]T )
1
2

X .

按上述的内积与范数的定义, X 是一个Hilbert空间.
定义算子A : D(A) ⊂ X 7→ X ,

A




f

g

h


 =




g(x)
M−1Tf ′′(x)

−Γ
[
h + P̂n−1Tf ′(0)

]


 , (10)
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其中[f, g, h]T ∈ D(A),

D(A) =






f

g

h


∈X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f ∈ H2 ((0, 1)× Rn) ,

g ∈ H1 ((0, 1)× Rn) ,

PTTf ′(0)−Tf ′(1)=αngn(1)en,

T1f
′
1(0) = α1g1(0) + f1(0).





.

于是闭环反馈系统(8)可写成发展方程的形式



dZ

d t
= AZ,

Z(t 0) = Z 0.
(11)

这里Z = [Y, Y t, V, ]T, Z0 = [Y0(x), Y1(x), V0]T. 算
子A称为闭环系统(1)∼(6)(或(8)或(11))的系统算子.
很容易得到

Re(A[f, g, h]T, [f, g, h]T) =

−( Γ (h + P̂n−1Tf ′(0)), h + P̂n−1Tf ′(0) )−
αn(gn(1)) 2 − α1(g1(0)) 2. (12)

于是得到下面的定理.

定定定理理理 1 A是耗散算子, A−1存在且是紧的, 因
此A生成X上的一个C0压缩半群.

进一步可得到下面的结论, 该定理表明闭环系
统(8)(或(1)∼(6))是适定的.

定定定理理理 2 设S(t)是由A生成的C0 压缩半群. 那
么A的谱σ(A)是由孤立的本征值组成, 本征值的重
数至多是有限的, 并且σ(A) ⊂ {λ ∈ C|Re λ < 0}.
因此S(t)是渐近稳定的.

证证证 由定理1知,只需证明∀ λ ∈ σ(A), Re λ < 0.
假设存在一个非零的复数λ ∈ σ(A), 其实部为0,
即Re λ = 0,不妨设λ = iθ. 再设[f, g, h]T ∈ D(A)是
相应的本征向量,则根据(10),有




g(x) = λ f(x),
M−1Tf ′′(x) = λ g(x), x ∈ (0, 1),

−Γ
(
P̂n−1Tf ′(0) + h

)
= λh.

(13)

根据式(12)和常微分方程理论, 得到f(x) = 0,
g(x) = 0, h = 0, 这与[f, g, h]T是本征向量矛盾,
因此得到∀ λ ∈ σ(A), Reλ < 0. 再根据Lyubich-
Phóng定理[8],可推出S(t)的渐近稳定性.
证毕.

3 A的的的谱谱谱分分分析析析(Spectrum analysis of A)
在这一节, 讨论系统算子A的谱σ(A)的分布问

题. 设λ为A的一个本征值, [f, g, h]T ∈ D(A)是相
应的本征向量, 考虑方程(13). 令f̃(x) = T 1/2f(x),

g̃(x) = T 1/2g(x)则f̃(x)满足下述方程组:



f̃ ′′(x) = λ2Bf̃(x),

Pn−1T
−1/2f̃(1)− P̂n−1T

−1/2f̃(0) = h,

T
1/2
1 f̃ ′1(0) = α1T

−1/2
1 g̃(0) + T−1/2f̃1(0),

QTf̃ ′(0)− f̃ ′(1) = αnT−1/2eneT
nT−1/2g̃(1),

(14)

其中: B2 = T−1/2MT−1/2, Q = T 1/2PT−1/2. 于是
式(14)的通解为: f̃(x) = eλBxa + e−λBxb.

由边界条件,可得到常系数a和b满足下面线性方

程组: (
G1,1 G1,2

G2,1 G2,2

)(
a

b

)
= 0, (15)

其中:

G1,1 = G̃+∞eλB + G−λ + G−∞,

G1,2 = G̃−∞e−λB + G+λ + G+∞,

G2,1 = BαeλB −QTB, G2,2 = QTB −B−αe−λB,

而

G̃±∞
def=[ 0T, (Pn−1T

−1/2)T ]T,

G±λ
def=

(
λ−1eT

1 T−1/2

±(λI + Γ )−1Γ 2P̂n−1 T 1/2B

)
,

G±∞
def=

(
eT
1 T−1/2 (α1I ± T1B)

∓ΓP̂n−1T
1/2B − P̂n−1T

−1/2

)
,

B±α
def= B ± αnT−1/2eneT

n T−1/2,

所以当且仅当本征值λ满足

∆(λ)
def= det

(
G1,1 G1,2

G2,1 G2,2

)
= 0

时, a, b有非零解,此时

f(x) = T−1/2(eλBxa + e−λBxb). (16)

从而根据式(13),可计算出A本征向量[f, g, h]T.
经由复杂的矩阵和行列式的运算,得到

∆−
def= lim

Re(λ)→−∞
∆(λ)

det(e−λB)
=

(−1)n(
α1

T
1/2
1

−√m1)(
√

mn

Tn

− αn

Tn

) ·
n−1∏
k=1

√
mkmk+1

Tk

(γk− 1√
mk+1Tk+1

− 1√
mkTk

), (17)

故当 α1 =
√

m1T1 或 αn =
√

mnTn 或 γk =
1√

mk+1Tk+1

+
1√

mkTk

, k=1, · · · , n−1时, ∆−=0.

综上所述,可以得到如下定理:
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定定定理理理 3 设算子A由式(10)所定义,则

σ(A) = {λ ∈ C |∆(λ) = 0 } . (18)

当∆− 6= 0时,存在一个正数δ > 0,满足

σ(A) ⊂ { λ ∈ C | − δ 6 Re(λ) < 0 } , (19)

此时,谱σ(A)是有限多个可分离集合的并集.

这个定理揭示了算子A的谱σ(A)分布在左半
复平面且平行于虚轴的一个带域内. 在此基础之
上就可以分析A的(广义)本征向量的完整性和半
群S(t)的性质.

4 完完完整整整性性性, Riesz基基基性性性质质质与与与系系系统统统的的的稳稳稳定定定
性性性(Completeness, Riesz basis property and
system stability )
通过上一节的讨论,可以得到如下完整性定理:

定定定理理理 4 设空间X和算子A如前所定义, 若
∆− 6= 0, 则A的本征向量和广义本征向量系统

在X中是完整的.

结合定理3,定理4和参考文献 [9]中的定理6可得
到如下定理:

定定定理理理 5 设空间X和算子A如前所定义, 如果
∆− 6= 0, 那么存在一个由A的本征向量和广义本

征向量构成序列,它形成X的一组加括号的Riesz基.
特别的,在这种情况下, A生成的X上的C0半群满足

谱确定增长假定.

证证证 设σ1(A) = {−∞}, σ2(A) = σ(A),定理3表
明参考文献[9]中的定理6的条件均满足,那么A的本

征向量和广义本征向量序列构成X2的一组加括

号的Riesz基. 定理4告诉它是在X中完整的, 所以
有X = X2,因此它同样是X基.再根据A的谱分布

以及本征向量和广义本征向量的性质, 可知A生成

的C0半群满足谱确定增长假定. 证毕.
于是,可得到下面稳定性定理:

定定定 理理理 6 设 空 间X和 算 子A如 前 所 定 义,
且∆− 6= 0. 则下面的结论成立:

1) 若 inf
λ∈iR

|∆(λ )| 6= 0,则系统(8)是指数稳定的.

2) 若 inf
λ∈iR

|∆(λ )| = 0,则系统(8)是渐近稳定的,

但不指数稳定的.

证证证 在定理的假设下, 由定理5知, 系统(8)是
个Riesz系统, 并且满足谱确定增长条件. 由
于σ(A) = {λ ∈ C|∆(λ) = 0 },若 inf

λ∈iR
|∆(λ )| 6= 0,

则虚轴不是谱σ(A)的渐近线,这蕴含着系统(8)是指
数稳定的. 若 inf

λ∈iR
|∆(λ )| = 0, 则虚轴是谱σ(A)的

渐近线,因此系统(8)是渐近稳定的,但不指数稳定.
证毕.

根据此定理, 闭环系统(1)∼6)(或(8))至少是渐近
稳定的.

5 总总总结结结(Conclusion)
在工程上,弦的连接方式都是预先设计好的,关

键是在给定连接方式下如何设计反馈控制使系统达

到稳定. 本文引入适当的补偿器(4)和控制器(5)∼(6),

当它们满足: γk 6= 1√
mkTk

+
1√

mk+1Tk+1

,(k =

1, · · · , n−1)及α1 6=
√

m1T1和αn 6=
√

mnTn时,闭
环系统(8)是渐近稳定的, 并且具有Riesz基性质. 对
于系统(8)的指数稳定性分析, 关键是要计算行列
式∆(λ). 由于其计算的复杂性以及篇幅所限, 将另
文讨论该系统是否指数稳定.
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