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基基基于于于快快快速速速回回回归归归算算算法法法的的的RBF神神神经经经网网网络络络及及及其其其应应应用用用

杜大军, 费敏锐, 李力雄
(上海大学机电工程与自动化学院上海市电站自动化技术重点实验室,上海 200072)

摘要:针对径向基神经网络(RBFNN)中存在的径向基函数中心的数目及其位置难以确定的问题,提出了一种新
型的基于快速回归算法(FRA)的RBFNN.采用快速回归算法,不但能够确定RBF的中心和中心个数,而且能够求出
隐含层到输出层的权重. 通过一元函数拟合和Mackey-Glass混沌时间序列预测的仿真,验证了该网络的有效性与实
用性.
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Abstract: Considering the difficulty in selecting the numbers and determining the locations of the centers of radial basis
functions (RBF) in the RBF neural network (RBFNN), a novel RBFNN is proposed based on the fast recursive algorithm
(FRA). Using FRA, we can determine the numbers and locations of the centers, and derive the weights between the hidden
layer and the output layer. The new RBFNN is used to fit a single-variable function curve and predict the Mackey-Glass
chaotic time series. The simulation results demonstrate the effectiveness and practicability.
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1 引引引言言言(Introduction)
RBF神经网络是一种单隐层、前馈网络,其具有

网络结构简单、非线性逼近能力强、收敛速度快以

及全局收敛等优点,已广泛应用于模式识别、函数逼
近、自适应滤波、非线性时间序列预测等方面[1∼3].

RBF神经网络的非线性映射能力体现在隐层基
函数上, 其特性主要由基函数的中心确定. 基函数
中心的确定方法主要有以下几种: 正交最小二乘学
习算法[2] (OLS)是目前常用的一种基函数中心确定
方法,但存在运算量大和运算速度慢的缺点;递推正
交最小二乘算法[3] (ROLS)利用训练后正交矩阵中
的信息,采用后向选择方法,逐步去掉那些使网络残
差增加最小的中心,与OLS相比,在网络结构上有一
定的简化; 自组织学习法通过自组织学习基函数中
心位置,根据输出是否参与聚类过程,分为两种: 一
种是输入聚类法,常用的是k-均值聚类法[4],另一种

是输入输出聚类法[5], 采用聚类算法必须事先确定
径向基函数中心个数, 由于同一种输入样本模式可
能对应多个聚类, 往往通过聚类算法得到的隐节点
数目仍很大,从而产生由于隐节点数目过大而出现
的过学习的问题; 进化优选算法[6] (ESA) 利用进化
策略在解空间内对选择路径进行多点随机搜索, 以
找到全局最优解,但其存在计算量大,精度不高的缺
点.
快速回归算法[7,8] (FRA)是一种不但能够选择模

型结构而且能够估计模型参数的算法, 同OLS相比
较, 不需要进行矩阵分解, 计算复杂度小, 数字稳定
性更强,已经被成功地应用于非线性模型的辨识. 因
此, 本文将FRA引入到RBFNN中来选择RBF的中心
和确定中心个数, 再结合FRA中模型参数估计算法
来确定网络输出权值,通过一元函数的拟合和混沌
时间序列的预测,来验证新型网络的有效性.
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2 RBFNN结结结构构构(RBFNN structure)
RBFNN在结构上通常由输入层、隐含层和输出

层组成, 在网络特征上主要表现为输入层与隐含层
单元之间采用直接映射, 而隐含层与输出层之间则
采用加权线性求和的映射模式如图1所示[2]. 其完成
如下非线性映射:

fr(x) = w0 +
nr∑
i=1

wiφ(||x− ci||), (1)

其中: x ∈ Rn是输入向量; φ(·)是一个R+ → R的径
向基函数; wi为权值; ci为RBF的中心, 0 6 i 6 nr;
nr为中心的个数.

图 1 RBFNN结构

Fig. 1 RBFNN structure

RBFNN中待定的参数有两类: 一类是基函数
的中心ci和中心数目nr; 另一类为隐层与输出层
之间的连接权重. 当基函数中心ci以及nr确定之

后, 网络输出层权参数是线性的, 可以采用最小二
乘算法、BP网络等求得. 因此ci和nr 的确定是建

立RBFNN的关键.

3 基基基 于于于FRA的的的RBFNN学学学 习习习 算算算 法法法(RBFNN
learning algorithm based on FRA )

3.1 RBFNN模模模型型型(RBFNN model)
RBFNN从隐含层到输出层是一个线性变换过

程,将(1)看作是线性回归模型的一个特例[2],则:

y(t) =
M∑
i=1

pi(t)θi + e(t), (2)

其中: y(t)为期望输出; θi为模型参数(权值); pi(t)为
回归因子(隐含层输出); e(t) = y(t)− fr(x),并且假
设它与回归因子pi(t)无关.
设t = 1, · · · , N ,则式(2)可表示成

y = PΘ + E, (3)

其中:

y = [y(1), · · · , y(N)]T, P = [p1, · · · , pM ],

pi = [pi(1), · · · , pi(N)]T, 1 6 i 6 M,

Θ = [θ1, · · · , θM ]T, E = [e(1), · · · , e(N)]T.

在进行基函数中心选择时,回归因子pi即作为候

选项, 文献[2]中通过OLS算法把候选项pi组成的集

合P变换成一个正交基向量的集合W , 求出每个基
向量对输出误差下降所作的贡献大小, 然后根据候

选项pi对网络的误差下降贡献来选择基函数的中心.
本文采用FRA[7,8]求出每个候选项pi对价值函数的

贡献大小, 然后根据贡献大小来选择候选项pi作为

基函数的中心.

3.2 快快快速速速回回回归归归算算算法法法(Fast recursive algorithm)
首先, 定义一个矩阵φk ∈ RN×k, 它包含式(3)中

矩阵P的前k列,则:

y = φkΘk + e, (4)

其中:

y = [y(1), · · · , y(N)]T, φk = [p1, · · · , pk],

Θ = [θ1, · · · , θk]T, e = [e(1), · · · , e(N)]T.

一个价值函数定义为:

Jk =
N∑

t=1

(y−
k∑

i=1

piθi)2 =(y−φkΘk)T(y−φkΘk). (5)

如果矩阵φk 是一个满秩阵,则式(4)中回归系数
的最小二乘估计为:

Θ̂k = (φT
k φk)−1φT

k y. (6)

为了快速地选择候选项,定义矩阵Mk
∆= φT

k φk,
则式(6)化简为:

Θ̂k = (Mk)−1φT
k y. (7)

由式(5) (7)可得:

Jk = yTy − Θ̂kφ
T
k y. (8)

定义一个递归阵Rk ∈ RN×N , k = 1, · · · ,M ,

Rk
∆= I − φkM

−1
k φT

k , (9)

其中φk, k = 1, · · · ,M是一个满秩阵,并且R0
∆= I .

矩阵Rk是一个递归阵, 假设矩阵P中的pi, i =
1, · · · ,M是线性无关的,则其具有下列性质[7,8]:

1) Rk+1 =Rk−
Rkpk+1p

T
k+1R

T
k

pT
k+1Rkpk+1

, k=0, 1,· · ·,M−1,

(10)

2) RT
k = Rk, (Rk)2 = Rk, (11)

3) RkRj = RjRk = Rk, k > j, (12)

4) RkPi = 0,∀i ∈ {1, · · · , k}. (13)

把式(9)代入式(8)得:

Jk = yTy − Θ̂kφ
T
k y = yTRky, (14)

由式(10)(14)可得:


Jk+1 =yTRk+1y=Jk−

yTRkpk+1p
T
k+1R

T
k y

pT
k+1Rkpk+1

,

J0 = yTy,

(15)

此外,定义:
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p
(k)
i

∆= Rkpi, p
(0)
i

∆= R0pi = pi,

i = 1, · · · ,M, k = 0, 1, · · · ,M. (16)

考虑式(11 )和(16),式(15)变为:

δJk+1 = −(yTp
(k)
k+1)

2/((p(k)
k+1)

Tp
(k)
k+1),

k = 0, · · · ,M − 1. (17)

方程(17)展示了候选项pk+1 对价值函数的贡献.
为了进一步简化计算,定义两个新的变量:




ak,i
∆= (p(k−1)

k )Tpk−1
i , a1,i

∆= pT
1 pi,

ak,y
∆= (p(k−1)

k )Ty, a1,y
∆= pT

1 y,

i = k, · · · ,M, k = 1, · · · ,M.

(18)

应用Rk的性质和式(16)中定义的p
(k)
i , 式(18)化

简为: 



ak,i = pT
k pi −

k−1∑
j=1

(aj,kaj,i)/aj,j,

ak,y = pT
k y −

k−1∑
j=1

(aj,kaj,y)/aj,j,
(19)

应用式(19),可得:



yTp
(k)
i = yTpi −

k∑
j=1

(aj,yaj,i)/aj,j,

(p(k)
i )Tp

(k)
i = (pi)Tpi −

k∑
j=1

(a2
j,i)/aj,j,

(20)

最后, 把式(20)代入式(17), 候选项pi+1, k = 0,

· · · ,M − 1对价值函数的贡献能够明确地表示为:

δJk+1 =−
(yTPk+1 −

k∑
j=1

(aj,yaj,k+1/aj,j))2

(Pk+1)TPk+1 −
k∑

j=1

(a2
j,k+1/aj,j)

. (21)

根据式(21)计算出所有项的δJk+1, 并按从大到
小的顺序排成一列, 然后从队列的第一个开始选取
基函数中心, 直到输出误差小于事先给定的网络训
练精度ρ, ρ的选取可参考文献[2]. 基函数中心选取
的终止条件也可根据FPE或AIC 准则[9]来确定.

3.3 RBFNN权权权 值值值 的的的 求求求 取取取(Computation of the
weights of RBFNN)
在RBF网络的中心确定以后, 即需求解隐层与

输出层之间的连接权值. 首先, 在方程(7)两边同
乘φk可得:

φkΘ̂k = φk(Mk)−1φT
k y = y −Rky. (22)

其次,在(22)两边同乘(p(j−1)
j )T并利用(13)可得:

k∑
i=j

θ̂i(p
(j−1)
j )Tpi =(p(j−1)

j )Ty; j =1,· · ·, k. (23)

最后,利用式(19),式(23)可化简为:

θ̂j =(aj,y−
k∑

i=j+1

θ̂iaj,i)/aj,j, j =k,· · ·, 1. (24)

通过(24)可求出输出层与隐层之间的连接权值.

3.4 基基基于于于FRA的的的RBFNN的的的实实实现现现(Implementation
of RBFNN based on FRA )
基于FRA的RBFNN的实现方法归纳如下：
1) 采集训练样本;
2) 利用FRA求出每个候选项对价值函数的δE,

并按从大到小的顺序排成一列;
3) 从队列的第一个开始选取基函数中心, 直到

输出误差小于事先给定的网络训练精度ρ,此时选取
的基函数中心即构成RBF神经网络的中心并且确定
中心的个数;

4) 利用步骤3)求出的基函数中心,再根据(24)计
算输出层与隐层之间的连接权值.

4 仿仿仿真真真(Simulation)
4.1 用用用 径径径 向向向 基基基 神神神 经经经 网网网 络络络 作作作 一一一 元元元 函函函 数数数 的的的

拟拟拟合合合(Fitting one element function curve by
RBFNN )
y = 0.4 + sin c(4x) + 1.1 sin c(4x + 2) +

0.8 sin c(6x− 2) + 0.7 sin c(6x− 4), (25)

式中sin c(x) =





1, x = 0,
sin(πx)

πx
, x 6= 0.

式(25)是一个典型的多峰函数, 选取步长为0.1,
训练样本81个, 网络的误差精度ρ = 0.02, 分别采
用OLS算法[2]、k-mean聚类算法[4]和FRA训练RBF网
络, 训练结果见表1. 从中可以看出, FRA的隐单元
数比OLS法少, 并且训练速度远比OLS快; 若选择k-
mean聚类算法和FRA的隐单元数一样, k-mean聚类
算法产生的误差远大于FRA法的误差.

表 1 训练结果比较

Table 1 Comparison of training results

训练时间/s 隐单元数目/个 误差平方和

OLS法 5.1570 56 0.0163
FRA法 1.6090 53 0.0161

k-mean法 2.1160 53 0.4808

4.2 Mackey-Glass混混混沌沌沌时时时间间间序序序列列列(Mackey-Glass
chaotic time series )
选用Mackey-Glass混沌模型[10]

dx(t)
dt

=
ax(t− τ)

1 + x10(t− τ)
− bx(t), (26)

其中: τ为时滞参数, τ > 17时呈现混沌性, τ值越

大, 混沌程度越高. 参数选取: τ = 17, a = 0.2,
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b = 0.1. 为了获取每一积分时间点的时间序列
值, 用四阶龙格－库塔法寻找(26)的数值解, 时间
步长为0.1 s, 这样经过对数值积分, 就得到时间序
列x(t). 在t = 1和t = 50之间以及t = 150和t =
199之间采集100对输入输出数据作为训练样本,
即[x(t−4), x(t−3), x(t−2), x(t−1);x(t)],用于训练
集RBFNN; 在t = 1501和t = 7500之间采集6000对
输入输出数据用来验证模型的准确性. 利用训练
样本, 网络的误差精度ρ = 0.02, 分别采用OLS算
法[2]、k-mean聚类算法[4]和FRA训练RBF网络, 并利
用训练好的RBF神经网络来预测校验样本的输出,
网络训练和预测结果见表2. 从中可以看出, FRA算
法训练速度最快,并且预测误差平方和最小. 图2展
示了系统的期望输出和3种算法的预测值曲线, 3种
算法模型各点的预测误差Error分布如图3所示, 从
图2和图3可以看出, 基于FRA的RBF神经网络预测
精度最高.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文采用FRA来设计一种新型的RBF神经网络,

不但能够确定FRA网络的中心和网络中心数, 而且
能够求出隐含层到输出层的权重. 将其运用到一
元函数的拟合和Mackey-Glass混沌时间序列的预测,
通过比较, 结果表明了该新型网络的快速性和有效
性. 因此, 本文提出的基于FRA的RBF神经网络, 是
研究混沌时间序列预测和复杂非线性动力系统辨

识、控制的一种有效方法.

表 2 网络训练和预测结果比较
Table 2 Comparison of network training and

predictive results

OLS法 FRA k-mean聚类法

隐单元数目/个 3 4 10
训练时间/s 15.8440 14.3430 15.2030

预测误差平方和 7.4159 5.695 7.6906

图 2 Mackey-Glass时间序列期望值和预测值
Fig. 2 The desire value and predictive value of

Mackey-Glass chaotic time series

图 3 Mackey-Glass模型的预测误差(Error分布)

Fig. 3 Predictive errors of Mackey-Glass chaotic time series
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