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摘要: 在基变量选择方差理论分析的基础上, 提出一种自适应差分进化算法(ADE). ADE算法通过设计自适应
收敛因子构建自调整的权重质心变异策略, 同时在交叉策略中引入发射、收缩两种单纯形操作算子, 保证算法
全局搜索能力的同时, 能有效提高算法后期的局部增强能力. 30个优化问题的数值研究结果表明ADE算法具有
比DE、DERL以及DERB三种算法更快的收敛速度和可靠性,尤其适合于高维多模优化问题的求解.
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Adaptive differential evolution for
high-dimension multimodal optimization problems
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Abstract: Based on the theoretcal analysis of selective variance in mutation operator of original differential evolution
(DE) algorithm, we proposed an adaptive differential evolution (ADE) algorithm to tackle the high-dimension multimodal
optimization problems. In order to make a good tradeoff between the exploration and exploitation, ADE algorithm adopts
an adaptive weighted centroid mutation strategy. Furthermore, modifications in mutation and crossover rule are suggested
to the original DE algorithm to intensify the search around the global minima. These modifications intend to exploit the
information derived from the previous function evaluations to improve the efficiency of the algorithm in the local search,
without deteriorating the behavior of the original DE algorithm in the global search. Numerical experiments indicate that
the resulting algorithm is considerably better and more efficient than the DE, DERL and DERB algorithms. Finally, a
numerical study is carried out using a set of 30 test problems, many of which are inspired by practical applications.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际工程应用中, 经常会遇到一类复杂的多

模(多极值)连续函数全局优化问题:

min f(x), x ⊆ Ω ⊂ Rn. (1)

其中: x为可行域Ω上的n维连续(但不一定光滑)向
量, f是定义在Ω ⊂ Rn上的非凸目标函数, 在限定
的解向量空间可能存在多个全局最优解和大量的

局部最优解. 基于梯度的传统优化方法[1]、Nelder-
Mead[2]及Hooke-Jeeves[3]等算法本质上都属于一类

局部搜索方法,解的质量直接取决于起始点的选择,
对于复杂的高维多模优化问题,由于其形成的超曲
面极其粗糙, 这些方法基本上不可能得到问题的全
局最优解. 确定性全局优化方法[4]通常依赖待解问

题的先验知识,如Lipshitz常数;此外,极高的计算复
杂度也阻碍了其在高维问题中的应用. 正是在这种
情况下,随机性全局优化算法得到了广泛的应用.
近年来, 差分进化(DE)作为一种性能卓越的随

机性算法在全局优化领域受到了广泛的关注[5].
Ali研究结果表明[6], DE算法比遗传算法(GA)[7]、控
制随机搜索(CRS)[8]等算法具有更好的全局搜
索和局部增强能力. 但是, Kaelo[9]的研究同时

也表明在DE算法进化的后期(尤其是在最优解
附近), 算法同样会出现收敛速度减慢的问题,
为此, Ali、Kaelo等学者相继提出了一些改进版
本(如DEPD、TDEPD、DERL、DERB等算法)以改善
原算法后期较弱的收敛能力[9,10]. 对于一些简单的
低维测试函数,这些算法取得了较好的效果,但是对
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于中等或大规模的高维优化问题,收敛速度仍然是
算法的瓶颈所在,而且也极容易陷于局部最优解,出
现早熟对象.
本文在基本差分进化算法的基础上, 提出了一

种适于求解高维多模优化问题的自适应差分进化

算法(adaptive difference evolution, ADE). 通过理论
分析及30个全局优化测试问题的求解验证了ADE算
法的有效性,同时还给出了ADE算法与DE、DERL以
及DERB算法的比较结果.

2 理理理论论论分分分析析析(Theory analysis)
变异过程中基变量选择方案是影响算法性能的

主要因素[9]. DE算法采用基变量均匀随机选择策
略[5], 而DERL算法采用基变量联赛选择策略[9]. 为
理解两种基变量选择策略对DE算法收敛性能影响,
以下分析过程中均假定: 算法不执行变异策略中增
益操作、不执行交叉操作及执行全部替换操作.

2.1 均均均匀匀匀选选选择择择策策策略略略(Uniform selection strategy)
引引引理理理 1 设X0 = {x1, x2, · · · , xN}为初始群体,

F0 ≡ F (X0) = {f1, f2, · · · , fN}为初始群体适应度,
D(F0)为初始群体适应度分布方差, N为群体规模.
如果采用均匀选择算子,则第t代群体适应度分布平

均方差[11]

E(D(Ft)) =
(

1− D(n̄)
N − 1

)t

D(F0), (2)

其中随机变量n̄表示群体中某个个体选择次数.

显然, E(D(Ft))与群体初始分布无关. 对于基
本DE算法, n̄服从二项式分布n̄ ∼ b(N, 1/N),即

D(n̄) = 1− 1
N

, (3)

代入式(2)得

E(D(Ft)) =
(

1− 1
N

)t

D(F0). (4)

假设E(D(Ft)) < ε(ε为任意小正数)时算法终止,
则终止代数T可表示为

T =
ln( ε

D(F0)
)

ln(1− 1
N

)
. (5)

考虑典型参数配置: N = 100, D(F0) = 100,
ε = 0.001,则T > 1000. 这说明基变量均匀选择方
案在有效增加全局搜索性能的情况下, 同时也牺牲
了算法的局部搜索性能.

2.2 联联联赛赛赛选选选择择择方方方案案案(Tournament selection strategy)
定定定义义义 1 设ϕ(f)为当代群体适应度分布密度函

数, ϕ′(f)和f
′
分别表示经过某种选择算子采样之后

所生成下一代群体的期望适应度分布密度函数和期

望适应度平均值,则函数

V =
w ∞
−∞

(f − f
′
)2ϕ′(f)df, (6)

称为选择算子作用于适应度分布密度函数ϕ(f)的选
择方差.

基变量联赛选择操作建立在个体适应度基础之

上, 因此在应用某种选择算子对当前群体进行选择
采样时, 其下一代群体中个体适应度的分布往往依
赖与当代群体适应度分布.为了能够对选择方法的
选择方差进行定量的研究,假定当前群体中个体适
应度分布服从标准的正态分布N(0, 1).

考虑当前群体适应度分布为离散变量的情形,
在N个个体中存在l个互异适应度函数值. 即f1 <

f2 < · · · < fl(n 6 N), 适应度分布函数为φ(fi),
i = 1, 2, · · · , l.由联赛选择过程可知,适应度等于或
小于fi 的个体能够在联赛中胜出,当且仅当所有参
与联赛的个体的适应度必须小于或者等于fi, 这也
就意味在t次采样过程中,每个个体的适应度必须等
于或者是小于fi. 下一代群体期望的适应度分布函
数φ

′
(fi)和适应度密度函数ϕ′(fi)可分别表示为

φ
′
(fi) = φ(fi)t, ϕ′(fi) = φ(fi)t − φ(fi−1)t. (7)

当适应度函数φ
′
(f)为连续变量时, 密度函

数ϕ′(f)可表示为

ϕ′(f) =
dφ

′
(f)

df
= tϕ(f)φ(f)t−1. (8)

进一步,得到下一代适应度分布函数期望值f
′
为

f
′
=
w ∞
−∞

tfϕ(f)φ(f)t−1df. (9)

当t = 2时,理论分析可得到f
′
=

√
2
π

.

根据定义1,可以得出联赛规模为t的选择算子作

用于ϕ(f)的选择方差Vt为

Vt =
w ∞
−∞

t(f − f
′
)2ϕ(f)φ(f)t−1df. (10)

当联赛规模t = 1, 2, 且前一代群体适应度分布
函数服从标准正态分布时,计算得到

V1 = 1, V2 = 1− 2
π

. (11)

同理,根据式(10)可得到如下关系:

Vt < Vt−1, t > 2. (12)

从上式可以看出, 随着t的增大可取得越来越快

的收敛速率,但是对于多峰目标函数优化问题,联赛
选择算子较高的选择压力将会使算法收敛到某个局

部最优解上,这是造成算法早熟的一个重要因素.
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3 自自自适适适应应应差差差分分分进进进化化化算算算法法法(Apaptive DE)
理论分析可知基变量的选取是影响算法性能的

一个极其重要因素.原DE算法中采用均匀选择机制
选择基变量xr1

[5],在牺牲一定局部搜索性能的前提
下, 可有效的增加算法的全局搜索性能; Kaelo提出
的DERL、DERB等算法[9]则采用联赛机制选取基变

量xr1, 即xr1 = min{xi1, xi2, xi3|i1 6= i2 6= i3}, i表

示当前正在处理的目标个体的下标, xi1, xi2, xi3分

别表示3个随机选取个体的下标. 这种基变量选取
方式使得算法在进化后期可以加快算法的局部搜

索能力. 但是对于一些高维复杂的多模优化问题,
由于其超曲面极其粗糙,算法极可能在进化初期陷
入某个局部最优解而丧失全局搜索能力. 自适应差
分进化算法(ADE)采用带权质心xi 作为对应于目标

个体xi变异操作中的基变量xr1,通过自适应调整权
重(即调整基变量的选择压力)来实现算法从全局搜
索与局部增强之间的平滑过渡.

3.1 加加加权权权质质质心心心基基基变变变量量量(Weighted centroid base vec-
tor selection)
假定当前目标个体为xi, 3个随机选取的互异个

体为xi1, xi2, xi3,则三点的质心x̃i可表示为

x̃i =
1
3

3∑
j=1

xij. (13)

考虑3个互异个体 xi1, xi2, xi3 的目标函数值

f(xi1), f(xi2), f(xi3),加权质心xi可定义为

xi =
3∑

j=1

ωjxij. (14)

式中ωj(j = 1, 2, 3)可表示为

ωj =
1

γi(f(xij)− f̃ i
min + σ)

, (15)

γi =
3∑

k=1

1

f(xik)− f̃ i
min + σ

. (16)

式中: f̃ i
min = min (f(xi1), f(xi2), f(xi3)), σ为收敛

因子,控制算法整体收敛速率,定义为

σ = α

(
1

N − 1

N∑
i=1

(fi −M)2
)β

. (17)

式中: N为群体规模, fi表示第i个个体的目标函数,
M 表示群体目标函数的平均值, α为一个足够大的

正数, β > 0控制收敛因子变化的速率, α, β的选取

应保证生成的初始群体满足如下条件

σ À f(x0
max)− f(x0

min). (18)

f(x0
max)和f(x0

min)分别表示初始群体中目标值最大
和最小的解. 这样在初始群体中由于f(x0

max) >

f(xik), f(x0
min) < f̃ i

min,可以得出(k = 1, 2, 3)

σ À f(xik)− f̃ i
min, i = 1, 2, · · · , N. (19)

在群体进化的初期,公式(15)可转变为

ωj ≈ 1
σ × 3

σ

=
1
3
, j = 1, 2, 3. (20)

这将意味着基变量xr1 = xi ≈ x̃i,从而保证算法
在初始阶段具有较好全局搜索能力(基变量随机选
择策略). 随着算法的运行, 尤其是当群体中所有个
体都聚集在某一个全局最优解附近区域时

1
N − 1

N∑
i=1

(fi −M)2 → 0. (21)

收敛因子σ → 0,从而xr1 = xi → f̃ i
min,即在群

体进化的后期, 算法逐渐倾向于选取3个互异个体
中目标函数值最小的个体作为变异规则中的基变

量(基变量联赛选择策略),有效的增强算法的局部搜
索能力.
进一步推广上述结果, 可以使原DE算法变异规

则中的基变量xr1为m(3 < m < N − 1)个互异个体
的带权质心xi,即

xr1 = xi =
m∑

j=1

ωjxij, (22)

其中ωj根据公式(15)∼(17)推广计算得到. 30个
全局优化测试问题的数值计算结果表明m =
max{3, int(0.1N)}是一个较好的选择.

3.2 加加加权权权变变变异异异算算算子子子(Weighted mutation operator)
假设每次从群体中选择m(3 < m < N − 1)个个

体, 采用m 个个体的加权质心xi 作为基变量, 则原
变异规则可转变为如下形式

x̂i = xi + F ~d, (23)

其中: ~d为下降方向向量, F为增益算子.
为产生更好的点x̂i, 尽可能利用已经计算过的

个体目标函数值. 假定当前从m 个子群体中选取

了两个互异个体xik1和xik2,如果f(xik1) < f(xik2),
则称~d = xik1 − xik2 为下降方向, 在此情况下, xi

沿~d方向进行搜索将增加得到更好解的概率; 反之,
如果f(xik1) > f(xik2),则下降方向~d = xik2 − xik1.

3.3 反反反射射射和和和收收收缩缩缩算算算子子子(Reflection and contraction
operator)
带权质心xi作为基变量对算法的收敛性能具有

潜在地自适应调整作用, 该操作是在计算相应的
测试点yi 之前进行的. 在计算yi之后, 如果f̃ i

min =
f(x̃i

min) < f(yi) < f(xi),算法将利用yi点对x̃i
min点

执行反射和(或)收缩操作,以期能够发现更好的解,
进一步增强算法局部收敛速度.其中x̃i

min 表示相对
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于目标个体xi所随机选取的m个个体中目标函数最

小的个体.反射操作和收缩操作分别定义如下:

ri = x̃i
min − 0.5(yi − x̃i

min), (24)

ci = x̃i
min + 0.5(yi − x̃i

min). (25)

通过反射和收缩操作,就可以进一步搜索x̃i
min点

附近区域.由于x̃i
min 为m个个体中最好的个体,而不

是整个群体N中最好的个体, 因此反射和收缩操作
尽可能在不影响算法全局搜索能力前提下, 可以有
效的增强算法局部搜索能力.

4 数数数值值值研研研究究究(Numerical experiments)
应用30个典型的全局优化问题(共32个实例)来

保证数值研究结果客观性, 维数范围为2∼10, 问
题描述参见文献[10]. 每个问题具有不同的目标
函数曲面地形和复杂度, 表1给出了30问题(P)的维
数(n)及存在的极值点数(en), 其中“?”表示“未
知”.

表 1 30个测试问题
Table 1 Thirty benchmark problems

P n en P n en P n en

ACK 10 ? AP 2 2 BL 2 4
BF1 2 ? BF2 2 ? BP 2 3
CB3 2 3 CB6 2 3 CM 2, 4 ?
DA 2 3 EP 2 ? EM 5 ?
EXP 10 ? GP 2 5 GW 10 ?
GRP 3 ? H3 3 5 H6 6 5
HV 3 ? HSK 2 2 KL 4 ?

LM1 3 125 LM2 5, 10 ? MC 2 2
MR 3 ? MCP 4 ? ML 10 ?

MRP 2 3 MGP 2 5 NF2 4 ?

ADE算法参数设置: 群体规模N = 10n; 选取
规模m = max{3, n}; 增益常数F = 0.5; 交叉概
率CR = 0.5; 收敛因子权重系数α = 1000, 收敛因
子速率控制系数β = 3. DE算法参数设置参见文
献[5], DERL、DERB算法参数设置参见文献[9]. 此
外, 4种算法的允许误差均设置为ε = 0.00001,评价
指标采用目标函数评价数(function evaluation, fe)和
成功率(success ratio, sr)来衡量, sr为成功运行次数与
总运行次数之比.
对ADE、DE、DERL及DERB4种 算 法 、32个 实

例(30个问题)各运行100次以消除运行过程中随机
因素的影响, 即总共运行次数为4 × 32 × 100 =
12800. 为说明ADE算法对高维问题的有效性,
将30个问题分成A、B两组, A组包含了所有维数
为2的实例, B组包含了所有维数大于2的问题实例.
表2、3给出了A、B组问题每种算法运行100次的平
均结果.

表 2 A组问题计算结果
Table 2 The results of A group problems

DE DERL DERB ADE
P−n

fe sr fe sr fe sr fe sr

AP-2 789 1.00 709 1.00 660 1.00 562 1.00
BL-2 1193 1.00 783 1.00 857 1.00 655 1.00
BF1-2 1091 1.00 895 1.00 826 1.00 734 1.00
BF2-2 1767 1.00 986 1.00 977 1.00 792 1.00
BP-2 2561 1.00 896 1.00 934 1.00 682 1.00
CB3-2 1177 1.00 723 1.00 635 1.00 553 1.00
CB6-2 1595 1.00 829 1.00 740 1.00 590 1.00
CM-2 718 1.00 598 1.00 540 1.00 499 1.00
DA-2 1362 1.00 1005 1.00 904 1.00 890 1.00
EP-2 1235 0.93 807 1.00 704 1.00 629 1.00
GP-2 1949 1.00 919 1.00 795 1.00 692 1.00
HSK-2 689 1.00 614 1.00 538 1.00 474 1.00
MC-2 1141 1.00 663 1.00 602 1.00 508 1.00
MRP-2 4865 0.57 1359 0.60 1283 0.53 848 0.60
MGP-2 2421 0.83 827 0.47 770 0.53 558 0.60

AVE 1637 0.955 841 0.938 784 0.937 644 0.947

表 3 B组问题计算结果
Table 3 The results of B group problems

DE DERL DERB ADE
P−n

fe sr fe sr fe sr fe sr

ACK-10 41650 1.00 68030 1.00 41788 0.87 20855 1.00
EXP-10 14433 1.00 14286 1.00 5824 1.00 5040 1.00
GW-10 80283 1.00 98160 1.00 39831 0.47 17692 0.93
LM2-10 17610 1.00 17703 1.00 7727 1.00 5669 1.00
ML-10 100 0.00 100 0.00 100 0.00 100 0.00
H6-6 10110* 0.70* 6820 0.90 3756 0.60 2922 0.93
EM-5 21843 1.00 8820 0.87 6041 0.63 5224 0.80
LM2-5 4827 1.00 4070 1.00 2671 1.00 2211 1.00
CM-4 2972 1.00 2504 1.00 1709 1.00 1736 1.00
KL-4 89524 1.00 5653 1.00 3461 1.00 2060 1.00
MCP-4 54947 1.00 2990 1.00 2329 1.00 2247 1.00
NF2-4 780745 1.00 67874 0.10 49405 0.97 14550 1.00
GRP-3 42995 1.00 5329 1.00 5052 1.00 1783 1.00
H3-3 2062 1.00 1364 1.00 1090 1.00 789 1.00
HV-3 2254 1.00 1834 1.00 1452 1.00 1319 1.00
LM1-3 1844 1.00 1541 1.00 1227 1.00 1137 1.00
MR-3 20854 1.00 3623 1.00 3273 1.00 2296 1.00

AVE 69944 0.923 18277 0.875 10396 0.855 5155 0.921

*: ε = 0.20

表2说明A组15个二维问题, ADE算法平均函
数评价数为644, 分别相当于DE、DERL及DERB算
法平均函数评价数的39.3%, 76.6%和82.1%; 而
且ADE算法的可靠性也高于DERL、DERB算法, 稍
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低于DE算法. 可以看出ADE算法在成功率较高的前
提下,计算问题得到较大的改善.
表3说明B组17个(维数为3∼10)问题求解实例.

ADE算法平均函数评价数为5155, 分别相当
于DE、DERL及DERB算法平均函数评价数的7.4%,
28.2%, 和49.6%, 可靠性基本与DE算法相同, 且高
于DERL、DERB算法. 此外, ADE算法B组的计算结
果相对于A组而,其计算代价改善的幅度更大,性能
得到了进一步的改善. 由此可以得知ADE算法更适
合于高维复杂问题的求解. 需要特别指出的是ML-
10和H6-6两个问题, ML-10问题目标函数曲面为脉
冲山峰, 由于采用有限的群体规模(N = 100), 群
体差异基本上为0, 4种算法均无法得到问题的全
局最优解; 另外, DE算法在求解H6-6问题时发现,
当允许误差ε = 0.00001时, 算法基本上无法终
止, 因此DE算法求解该问题时, 将允许误差设置
为ε = 0.20.

5 结结结论论论(Conclusion)
不损害全局搜索能力的前提下,如何提高算法局

部增强能力是多模全局优化领域中的亟需解决的一

个重要问题.在基变量选择策略理论分析基础上,本
文提出一种自适应差分进化算法ADE,通过构建自
调整的权重变异策略,实现算法从全局搜索到局部
搜索之间的平滑过渡,另外基于下降方向的启发式
规则及单纯形操作算子也进一步增强了在极值点附

近的局部搜索能力. 数值研究结果表明ADE算法有
效性.
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