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摘要:针对六自由度并联机器人动力学特点,提出了一种新型分散鲁棒非线性控制方法. 与传统PD控制策略和
已有分散鲁棒非线性控制方法相比,由于控制律中增加了广义误差的小数幂项,改进后的方法除保持原方法的优点
外,还具有较强的终端收敛能力,能够保证跟踪误差以更快的速度全局一致收敛到一个更小的剩余集. 通过选择合
适的控制器参数,可使剩余集趋于0. 运用Lyapunov方法分析了系统稳定性,给出了系统稳定性条件.最后,仿真结果
验证了该方法的有效性.
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Abstract: A new decentralized robust nonlinear control approach is proposed for the six-degrees-of-freedom parallel
robot. In comparison with the propotional-differential (PD) and existing robust nonlinear control schemes, the proposed
approach shows the strong terminal convergence ability in addition to the advantages of the existing robust nonlinear control
scheme. This approach guarantees faster convergence and higher tracking precision than the existing ones. By selecting
appropriate parameters of the controller, the residual set will approach to zero. The stabilized conditions and corresponding
proof are also presented. Simulation results are demonstrated in support of the proposed control scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
并联机器人是学术界研究的热点问题之一[1],与

串联机器人相比,并联机器人具有刚度大、承载能力
高、精度高、结构紧凑、速度和加速度高等优点,特
别适合作为超大型构件和超大载荷的执行机构[2,3].
作为一个结构复杂、多变量、多自由度、多参数耦

合的非线性系统, 并联机器人控制策略、控制方法
的研究极其复杂[4]. 由于PD控制器结构简单、计算
量小,多为工业机器人采用. 可以证明,当反馈增益
足够大时, PD控制律可以保证L∞稳定[5∼7]. 然而机
器人PD控制只能实现局部稳定,控制器设计不够灵
活, 过大的反馈增益易激发系统高频动态[8∼10]. 分
散控制器计算简单,硬件成本低,是现代工业机器人

采用的主要控制手段[11]. 针对串联机器人, 文献[8,
9]在PD控制的基础上提出了一种分散鲁棒非线性控
制方法, 该方法可以保证跟踪误差全局一致收敛到
一个较小的剩余集. 六自由度并联机器人结构是并
联机构中最一般的形式, 集中了绝大多数并联机器
人运动学和动力学特点, 针对六自由度并联机器人
提出的控制算法可以推广应用于其他各种类型并联

机器人. 在文献[8, 9]的启发下, 根据并联机器人多
输入多输出特点, 本文提出了一种新型分散鲁棒非
线性控制方法. 与PD控制方法和文献[8, 9]提出的分
散鲁棒非线性控制方法相比,改进后的方法除保持
原方法的优点外,还具有较强的终端收敛能力,能够
保证更快的收敛速率和更高的跟踪精度.通过选择
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合适的控制器参数,可使剩余集趋于0. 该方法结构
简单,计算效率高,能够在不改变控制系统硬件的前
提下应用于其他类型工业并联机器人.

2 六六六自自自由由由度度度并并并联联联机机机器器器人人人动动动力力力学学学模模模型型型 (Dyna-
mic model of six-degrees-of-freedom paral-
lel robot)
六自由度并联机器人是由6根支腿将上下两个平

台联接而成的一种机构, 6根支腿可以独立自由伸
缩,结构见图1. 使用自然正交补方法建立六自由度
并联机器人动力学模型. 经简化,可得到与串联机器
人相似的动力学模型[12,13]:

M (q) q̈ + Hm (q, q̇) q̇ + g (q) + f (q̇) = τ, (1)

其中: M (q) ∈ Rn×n 是正定对称惯性矩阵;
Hm (q, q̇) q̇ ∈ Rn 是哥氏力和向心力向量; g (q) ∈
Rn 是重力向量; f (q̇) ∈ Rn 是摩擦力向量; q ∈ Rn

是广义坐标向量(杆长); τ ∈ Rn 是广义力向量(杆
力). 式中Hm (q, q̇) q̇可表示为:

Hm (q, q̇) q̇ =
(
In ⊗ q̇T

)
Hv (q) q̇, (2)

式中: Hm (q, q̇) ∈ Rn×n, Hv (q) = [HT
1 (q) , · · · ,

HT
n (q)]T ∈ Rnn×n, Hi (q) = HT

i (q) ∈ Rn×n, ⊗代
表Kronecker积.对于六自由度并联机器人n = 6.

图 1 并联机器人结构简图

Fig. 1 Configuration diagram of parallel robot

设qd ∈ Rn 是期望轨迹向量,则位置误差向量定
义为:

e = qd − q. (3)

定义广义误差向量[14]:

r = ė + Λe, (4)

其中Λ = diag{λ1, · · · , λn}是常数矩阵, λi > 0. 利
用r的定义,式(1)可以写成如下误差动力学方程:

M (q) ṙ + Hm (q, q̇) r = −τ + ξ, (5)

式中:

ξ = M (q) (q̈d + Λė) +

Hm (q, q̇) (q̇d + Λe) + g (q) + f (q̇) . (6)

根据并联机器人动力学特点作如下假设[11∼13]:

假假假设设设 1 存在µmin, µmax > 0, 使得µminI 6
M (q) 6 µmaxI .

假假假设设设 2 存在cH > 0,使得‖Hv (q)‖ 6 cH .

假假假设设设 3 存在cg > 0,使得‖g (q)‖ 6 cg.

假假假设设设 4 存在fmax = max
i∈n

{fi},使得

‖f (q̇)‖ 6 fmax (q̇) .

假假假设设设 5
1
2
Ṁ (q)−Hm是斜对称矩阵,即:

xT[
1
2
Ṁ (q)−Hm]x = 0, x = [x1, · · · , xn]T .

为明确表达分散控制系统结构, 定义式(5)第i部

分为误差动力学方程的第i个子系统:
n∑

j=1

mij (q)ṙj + q̇THi (q) r = −τi + ξi, (7)

式中mij是惯性矩阵M (q)的第ij 个元素, i, j =
1, · · ·n, ξi表示子系统之间的干涉,其表达式如下:

ξi =
n∑

j=1

mij (q̈dj + λj ėj) +

q̇THi (q) (q̇d + Λe) + gi + fi. (8)

注注注 1 各子系统控制输入τi 相互独立. 子系统之间

的广义误差ri 相互耦合.稳定性证明中,使用假设5可以处

理ri 间的紧耦合.

注注注 2 本文中, ‖·‖对向量表示2-范数, 对矩阵表示诱

导范数, ‖·‖∞表示∞-范数.

3 分分分散散散鲁鲁鲁棒棒棒非非非线线线性性性控控控制制制(Decentralized robust
nonlinear control)
针对闭环系统(5) (6)设计如下分散鲁棒非线性

控制器:

τi = ui + γir
α
i , (9a)

ui = kiri + viri + ρir
3
i , (9b)

式中: ki, vi, ρi, γi > 0, 1 > α > 0, i = 1, · · ·n.
当ri < 0时, rα

i /∈ R,取|ri|α sign ri代替式(9a)中
的rα

i ,式(9a)可写为:

τi = ui + γi |ri|α sign ri. (9c)

定义Truncated L∞范数[8,9]:

‖x‖T∞ = max
i∈n

sup
t∈[0,T ]

|xi| . (10)

引引引理理理 1 [8,9] 对式(6)中的ξ,存在
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


β1 = a1 + a2 ‖e0‖∞ + a3 ‖Λ‖∞ ‖e0‖∞+
a4 ‖Λ‖∞ ‖e0‖2

∞ ,

β2 = a2 ‖Λ‖−1

∞ + a3 + 2a4 ‖e0‖∞,

β3 = a4 ‖Λ‖−1

∞ ,

(11a)





a1 = cH ‖q̇d‖2

T∞ + fmax ‖q̇d‖T∞+
µmax ‖q̈d‖T∞ + cg,

a2 = cH ‖q̇d‖T∞ ‖Λ‖∞,

a3 = cH ‖q̇d‖T∞ + µmax ‖Λ‖∞ + fmax,

a4 = cH ‖Λ‖∞,

(11b)

使得‖ξ‖T∞ 6 β1 +β2 ‖r‖T∞+β3 ‖r‖2

T∞,式中e0为

系统有界0输入响应,即e0 = e (t0).

引引引理理理 2 [8,9] 考虑向量函数x, y ∈ Cn [t0, T ],下
列不等式成立:∣∣∣∣

n∑
i=1

x2k
i

∣∣∣∣
T∞

> ‖x‖2k

T∞ , (12a)
∣∣xTy

∣∣
T∞ 6 n ‖x‖T∞ ‖y‖T∞ , (12b)

式中k = 1, 2, · · · .
定定定理理理 1 考虑误差动力学方程(5)(6),选择控制

律(9a)∼(9c),如果kmin > 0, vmin > 0, ρmin > nβ3/2,
γmin > 0, 1 > α > 0, 那么跟踪误差以不低
于exp (−ςct)的速度全局一致收敛到一个剩余集:

Ωfc =
{

r : ‖r‖2 6 2ηc/(ςcλmin (M))
}

, (13a)

ςc =
2 (kmin + Nγmin)

‖M‖∞
,

ηc =
n2 (2β2 + β3)

2

8 (2ρmin − nβ3)
+

nβ2
1

4vmin

, (13b)

如果控制器参数选取合适,可使剩余集Ωfc → 0.

证证证 分两步进行.
第第第1步步步 证明ri (t)有界.
选取Lyapunov函数为:

V1 (r) =
1
2
rTM (q) r. (14)

沿闭环系统(5)对时间t求导,代入控制律(9b),使
用假设5可得:

V̇1 (r) = −rTKr −
n∑

i=1

(vir
2
i + ρir

4
i ) + rTξ 6

−rTKr−
n∑

i=1

(vminr
2
i +ρminr

4
i )+rTξ. (15)

运用Truncated L∞范数,虑引理1和引理2,可得:

V̇1 (rT )6−kmin ‖r‖2

T∞−vmin ‖r‖2

T∞−
ρmin

n
‖r‖4

T∞+

nβ1 ‖r‖T∞+nβ2 ‖r‖2

T∞+ nβ3 ‖r‖3

T∞ . (16)

由于

2 ‖r‖T∞ < 1 + ‖r‖2

T∞ ,

β3 ‖r‖3

T∞ 6 β3(‖r‖2

T∞ + ‖r‖4

T∞)/2,

则(16)满足下式:

V̇1(rT ) 6

−kmin‖r‖2
T∞ + (nβ2 +

nβ3

2
)‖r‖2

T∞ −

vmin‖r‖2
T∞+nβ1‖r‖T∞−(ρmin−nβ3

2
)‖r‖4

T∞. (17)

分别对式(17)中的第2项和第5项、第3项和第4项
配方,可得:

V̇1(rT ) 6

−kmin‖r‖2
T∞ − (

√
vmin‖r‖T∞ − nβ1

2
√

vmin

)2 −

(
√

ρmin − nβ3‖r‖2
T∞ −

√
2n(2β2 + β3)

4
√

2ρmin − nβ3

)2 +

n2(2β2 + β3)2

8(2ρmin − nβ3)
+

n2β2
1

4vmin

6

−kmin‖r‖2
T∞ +

n2(2β2 + β3)2

8(2ρmin − nβ3)
+

n2β2
1

4vmin

6

−ς̃cV1(rT ) + ηc, (18)

式中:

ς̃c =
2kmin

‖M‖∞
,

ηc =
n2 (2β2 + β3)

2

8 (2ρmin − nβ3)
+

nβ2
1

4vmin

.

该式表明当t > T 后, λmin (M) ‖r‖2 6 2V1 (r) 6
2ηc/ς̃c,即‖r‖2 6 2ηc/(ς̃cλmin (M)), r有界.
第第第2步步步 证明r收敛到一个更小的剩余集内,通过

选择合适的控制器参数,可使剩余集趋于0.
选取Lyapunov函数为:

V2 (r) =
1
2
rTM (q) r, (19)

当‖r‖T∞ > 1时, |ri|α ¿ |ri|3,控制律(9c)中第1项起
作用. 当‖r‖T∞ < 1时, |ri|α À |ri|3, 控制律(9c)中
第2项起主要作用. 选取合适的控制器参数kmin,
vmin和ρmin,使‖r‖T∞ < 1,沿闭环系统(5)对时间t求

导,代入控制律(9c),在第1步的基础上,可得:

V̇2 (r) =

−rTKr −
n∑

i=1

(vir
2
i + ρir

4
i )−

n∑
i=1

γiri |r|αi sign (ri) + rTξ =

−rTKr−
n∑

i=1

(vir
2
i + ρir

4
i )−

n∑
i=1

γi |r|1+α

i +rTξ 6
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−
n∑

i=1

|ri| (kmin |ri|+ γmin |ri|α)−
n∑

i=1

(vminr
2
i + ρminr

4
i ) + rTξ. (20)

设N = |ri|α/|ri|,式(20)可写为:

V̇2 (r) 6−
n∑

i=1

(kmin + Nγmin) |ri|2 −
n∑

i=1

(vminr
2
i + ρminr

4
i ) + rTξ. (21)

运用Truncated L∞范数, 引理1和引理2, 经过与
第1步类似的推导可得:

V̇2 (r) 6− (kmin + Nγmin) ‖r‖2

T∞ −
n∑

i=1

(vminr
2
i + ρminr

4
i ) + rTξ 6

−ςcV2 (rT ) + ηc, (22)

当t > T后, λmin (M) ‖r‖2 6 2V2 (r) 6 2ηc/ςc, 即:
‖r‖2 6 2ηc/(ςcλmin (M)), 式(13a)满足. 当|ri| →
0时, N → ∞, 即选择合适的kmin , vmin, ρmin,
γmin和α,可使2ηc/(ςcλmin (M)) → 0.
证毕.
文献[8, 9]提出的分散鲁棒非线性控制器为:

τ̃i = k̃iri + ṽiri + ρ̃ir
3
i , (23)

式中k̃i, ṽi和ρ̃i意义同式(9b)中ki, vi和ρi.

注注注 3 文献[8, 9]提出的分散鲁棒非线性控制方法

可保证广义误差r全局一致收敛到一个较小的剩余集:

Ω̃fc = {r : ‖r‖2 6 2ηc/(ς̃cλmin (M))}. 在第2步证明中可

看到, 改进后的方法能够保证广义误差r全局一致收敛到

一个更小的剩余集: Ωfc = {r : ‖r‖2 6 2ηc/(ςcλmin (M))}.

通过选取适当的控制器参数,可保证Ωfc → 0.

注注注 4 当‖r‖T∞ < 1时, ςc À ς̃c > 0 ,因此改进后的

方法在终端具有更快的收敛速度.

注注注 5 控制律式(9b)中的ρir
3
i项保证了闭环系统具有

全局稳定性和鲁棒性[8,9].

注注注 6 控制律式(9c)中的γi |ri|α sign ri项使闭环系统

具有较强的终端收敛能力,保证了更快的收敛速度和更高

的跟踪精度.

注注注 7 如果要求改进前后两种方法收敛到相同的

剩余集, 即: Ω̃fc = Ωfc. 势必要求控制器参数k̃min À
kmin + γmin. 大的k̃min 易激发系统高频动态,导致控制器

初始输出过大.

注注注 8 控制律τi中γi |ri|α sign ri为连续函数
[15,16],因

此不会引起系统抖振.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
为验证控制算法的有效性,本文采用MathWorks

公司提供的SimMechanics六自由度并联机器人动
力学模型作为被控对象, 具体参为: 上平台质
量m = 1219.6 kg, 上平台惯性张量IX , IY (IZ) =
304.48 (608.46) kg·m2, 上(下)支腿质量mu (md) =
51.81 (92.11) kg,上支腿惯性张量IuX , IuY , (IuZ) =
24.17(0.023) kg · m2, 下支腿惯性张量IdX , IdY ,

(IdZ) = 43.02(0.156) kg ·m2.
控制器参数分别为:

k̃i + ṽi = ki + vi = 50000,

ρ̃i = ρi = 10000,

γi = 50000,

α = 0.6, i = 1, · · · , 6.

图2表示六自由度并联机器人各支腿位置误差,
双划线表示在控制律τ̃作用下的位置误差,实线表示
在控制律τ作用下的位置误差. 图3表示各支腿输入
力矩.从图2可以看出,在选择相同控制器参数条件
下,本文提出的控制策略可以保证各支腿跟踪误差
以更快的速率全局一致收敛到一个更小的剩余集,
通过选取合适的控制器参数可使剩余集趋于0. 从
图3可以看出,本文提出的控制策略在保证更好跟踪
效果的前提下,能够保证控制器输出与原有方法相
似,甚至更小.

时间乘误差平方积分(ITSE)是一种评价控制系
统性能的综合指标. 为进一步比较两种方法的性
能,表1分别给出了整个响应过程的ITSE,进入稳态
后的ITSE和最大稳态误差绝对值. 从图2可以看出
当t > 5 s后系统进入稳态. 比较表1中的数据,可以
看出本文提出的方法具有更高的跟踪精度和更快的

响应速度.尤其进入终端后,该方法具有更好的控制
品质.
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图 2 各支腿位置误差

Fig. 2 Position error of each leg

图 3 各支腿输入力矩

Fig. 3 Input torque of each leg

表 1 ITSE与最大稳态误差绝对值
Table 1 ITSE and maximum absolute steady

state errors

方法
0∼10 sITSE 5∼10 sITSE 5∼10 s最大误

/(s· m2) /(s · m2 ) 差绝对值/m

原方法

支腿−1 0.4614 0.2517 0.1018
支腿−2 0.3920 0.1362 0.0830
支腿−3 0.3831 0.1718 0.0897
支腿−4 0.3310 0.1575 0.0896
支腿−5 0.3864 0.0997 0.0757
支腿−6 0.6335 0.2792 0.1396

改进后方法

支腿−1 0.1365 0.0073 0.0223
支腿−2 0.1644 0.0051 0.0184
支腿−3 0.1100 0.0050 0.0161
支腿−4 0.0961 0.0052 0.0170
支腿−5 0.2073 0.0036 0.0162
支腿−6 0.2173 0.0160 0.0339
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5 结结结论论论(Conclusion)
针对六自由度并联机器人动力学特点, 提出了

一种新型分散鲁棒非线性控制方法. 与PD控制策
略和已有方法相比,该方法具有较强的终端收敛能
力,能够保证更快的收敛速度和更高的跟踪精度.使
用Lyapunov方法分析了系统稳定性, 给出了稳定性
条件.该方法结构简单, 计算效率高, 可以在不改变
控制系统硬件的前提下应用于其他类型工业并联机

器人. 仿真结果验证了该方法的有效性.
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