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摘要:本文讨论具有连续资源的单机成组调度问题．在这一模型中,工件组的安装时间是所消耗资源的非负严
格减少连续函数,工件的加工时间是开工时间的严格增加函数. 考虑两个问题,第1个问题是在满足资源消耗总量
限制条件下,极小化最大完工时间. 第2个问题的目标函数是在满足最大完工时间限制条件下,极小化资源消耗总
量. 分别对两个问题讨论了最优调度的某些特征,分别给出了求解最优资源分配的方法,并通过数值例子进行说明.
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A single-machine scheduling problem with resource constraints
YAN Yang, WANG Da-zhi, WANG Ding-wei, WANG Hong-feng

(School of Information Science and Engineering, Northeastern University, Shenyang Liaoning 110004, China)

Abstract: The single-machine group-scheduling problem with constrained resources is discussed. In this model, the
setup time of a group is a strictly decreasing function of the amount of resources consumed, and the processing time of a
job is a strictly increasing linear function of its starting time. Two optimal problems are discussed. The first objective is to
minimize the makespan under the total resource consumption constrains, whereas the second one is to minimize the total
resource consumption under the makespan constrains. The characteristics of optimal scheduling are investigated respec-
tively for the two problems, and the corresponding method for optimal allocation of resources are presented. Numerical
examples are given to illustrate the approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
在经典的调度问题中,通常假设工件的加工时间

是常数,且不考虑资源消耗以及成组技术限制.但在
某实际的调度问题中,这些假设可能并不满足.
对于工件加工时间是其开工时间的函数的一类

问题, 在钢铁工业、塑料工业、军事以及医疗等方
面具有广泛的应用, 并且已经取得了较多的研究结
果[1∼3],有关这方面的综述参见文献[4, 5]. 在成组调
度问题中, 工件可以分成类似工件的工件组. 同组
工件连续加工时不需要安装时间, 不同组工件连续
加工时, 需要一定的安装时间[6]. 但在实际问题中,
安装时间往往需要某些资源(如化工产品的催化剂
等)的影响,工件组的安装时间会相应的减少.
对工件的准备时间为资源消耗量函数的情况,文

献[7,8]中进行了讨论.文献[9,10]将加工时间为开工
时间线性函数的问题与资源约束调度问题相结合,

给出了求解最优资源分配的方法. 对安装时间同资
源有关的一类单机成组调度问题,文献[11∼13]进行
了讨论.

本文将讨论更一般的情况,即工件组的安装时间
为所消耗资源的非负严格减少连续函数,工件加工
过程发生恶化效应,即工件的加工时间是开工时间
的严格增加线性函数的单机成组调度问题.
首先给出问题的一般描述.
设有n个工件J1, J2, · · · , Jn在一台机器上加工,

若工件Jj的开工时间为t,则其加工时间为pj(a+bt),
其中a, b为非负常数. 不失一般性,设所有工件的到
达时间t0 = 0. n 个工件分别属于m组G1, G2, · · · ,

Gm, 第 i 组Gi 包含ni(
m∑

i=1

ni = n)个工件: Ji1, Ji2,

· · · , Jini
(工件Jij的基本加工时间为pij). 同组工件

必须接连放在一起加工,加工第i组工件时需要安装
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时间为si = f(ui), 0 6 ui 6 u, 其中ui是分配给工

件组Gi的不可再生资源量, u是资源分配量的上限,
f是非负严格减少连续函数,即f(0) > f(u) > 0,且
反函数f−1可以求出.
讨论两个问题,第1个问题是在满足资源消耗总

量限制条件下,极小化最大完工时间. 第2个问题是
在满足最大完工时间限制条件下, 极小化资源消耗
总量. 用三参数表示法分别记为:

1 | si = f(ui), G, pij(a + bt),
∑

ui 6U | Cmax, (1)

1 | si = f(ui), G, pij(a + bt), Cmax 6C | ∑ui. (2)

2 极极极小小小化化化最最最大大大完完完工工工时时时间间间的的的问问问题题题(Minimize
the makespan)
引引引理理理 1 对于问题1 | G, pij(a + bt) | Cmax,若

第1组的开工时间为t0 = 0 ,则最大完工时间为

Cmax =
m∑

k=1

(sk

m∏
i=k

ni∏
j=1

(1 + bpij)) +

a

b

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij)− a

b
. (3)

性性性质质质 1 最大完工时间不受各组内工件加工次

序的影响.
性性性质质质 2 对于工件组的任一调度,应优先把资源

分配给排位在前的组,可以极小化Cmax.
证证证 不失一般性, 设π = [G1, G2, · · · , Gm] 为

工件组间的任意一个调度,由最大完工时间的表达

式(3)可以得出,应优先将资源分配给
m∏
i=l

ni∏
j=1

(1+bpij)

大的安装时间sl分配资源,以相同资源量,可以极小
化最大完工时间.而由于b > 0, pij > 0 , 则对任

何i都有
ni∏

j=1

(1 + bpij) > 1 ,因而有

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij) >
m∏

i=2

ni∏
j=1

(1 + bpij) > · · · >
m∏

i=m

ni∏
j=1

(1 + bpij).

因此, 应优先对排位在前的组分配资源, 可以极小
化Cmax.
证毕.
性性性质质质 3 按性质2, 可为各个位置上的工件组

分配资源, 当各工件组的资源分配量一定时, 应

按ρ(Gi) =
mi∏
j=1

(1 + bpij), (i = 1, 2, · · · ,m)不增顺

序为工件组调度,所得的调度为最优调度.
证证证 不失一般性,将对排在第i个位置的组分配

的资源量记为u∗[i](i = 1, 2, · · · ,m), 假设最优调度

为π = [G1, G2, · · · , Gm], 在π中, Gl 与Gl+1 为两

相邻工件组(Gl排在Gl+1 前), 且有
nl∏

j=1

(1 + bpij) <

nl+1∏
j=1

(1 + bpij),此时若交换Gl与Gl+1的顺序,可得到

一个新调度π′. 调度π和调度π′所对应的目标函数值
分别为:

Cmax = Cm =

f(u∗[1])
m∏

i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij)) + · · ·+

f(u∗[m])
nm∏
j=1

(1+bpmj))+
a

b

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1+bpij)− a

b
=

m∑
k=1

f(u∗[k])
m∏

i=k

ni∏
j=1

(1 + bpij) + K.

C ′
max = C ′

m =
l∑

k=1

f(u∗[k])
m∏

i=k

ni∏
j=1

(1 + bpij) +

f(u∗[l+1])
nl∏

j=1

(1 + bplj)
m∏

i=l+2

ni∏
j=1

(1 + bpij) +

m∑
k=l+2

f(u∗[k])
m∏

i=k

ni∏
j=1

(1 + bpij) + K.

其中: K =
a

b

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij)− a

b
,可得

Cmax − C ′
max =

m∏
i=l+2

ni∏
j=1

(1 + bpij)f(u∗[l+1])×
[

nl+1∏
j=1

(1 + bpl+1,j)−
nl∏

j=1

(1 + bplj)
]

> 0.

因此, 调度π′优于调度π, 这与π 为最优调度矛

盾. 满足ρ(Gi)不增顺序的调度为最优调度.
证毕.

性性性质质质 4 在资源总量受限前提下, 在
m∑

i=1

ui = U

时极小化最大完工时间,可使最大完工时间最小.
根据上述分析,可得问题1 | si = f(ui), G, pij(a

+ bt),
∑

ui 6 U | Cmax的最优算法.
算算算法法法 1 复杂性为O(n log n).

Step 1 将各组按ρ(Gi) =
mi∏
j=1

(1 + bpij), (i =

1, 2, · · · ,m)不增顺序排序,得π = [G[1], G[2], · · · ,

G[m]],置u∗[i] = 0, (i = 1, 2, · · · ,m), k = 1;
Step 2 置u∗[k] = min{u,U}, U = U − u∗[k], k =

k + 1;
Step 3 若U = 0或k = m + 1,算法停止,否则

转Step2.
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3 极极极小小小化化化资资资源源源消消消耗耗耗总总总量量量的的的问问问题题题(Minimize
the total resource consumption)
通过上述对问题(1)性质1∼4的分析可知,对于问

题1 | si = f(ui), G, pij(a + bt), Cmax 6 C | ∑
ui,

资源消耗总量不受各工件组内工件加工次序的

影响; 为了极小化资源消耗总量, 将各工件组

按ρ(Gi) =
mi∏
j=1

(1 + bpij), (i = 1, 2, · · · ,m) 不增

的顺序所得的调度为最优调度.而且应在Cmax = C

时极小化资源消耗总量, 并且应对排位在前的组优
先分配资源. 由Cmax 的表达式可知, 若只对工件
组G[1] 的安装时间分配资源, 而其余组的资源分配
量均为0时,此时有

s[1]

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bp[i]j) + s
m∑

k=2

m∏
i=k

ni∏
j=1

(1 + bp[i]j) =

C −K,

则组G[1]的安装时间应为

s[1] =
C −K − s

m∑
k=2

m∏
i=k

ni∏
j=1

(1 + bp[i]j)

m∏
i=1

n[i]∏
j=1

(1 + bpij)
,

其中:

s = f(0),K =
a

b

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij)− a

b
.

但由于对组G[1] 所分得的资源量受到限制, 即0 6
u∗[1] 6 u, 因而: 若s[1] > f(0), 则无需对组G[1]及

之后各组分配资源, 就可以满足Cmax 6 C, 算法
停止; 若f(u) 6 s[1] < f(0), 则对组G[1] 分配的资

源u∗[1] ∈ (0, u], 此时求得u∗[1] = f−1(s[1]), 无需对
之后各组分配资源, 算法停止; 若s[1] < f(u), 则对
组G[1]的资源分配量为u,即u∗[1] = u,并且对之后的
组仍需要分配资源. 此时已对G[1] 分配资源量达到

上限,按照同样的方法依次计算出u∗[2], · · · , u∗[m].
因此可以得到问题1 | si = f(ui), G, pij(a +

bt), Cmax 6 C | ∑ui的最优算法.
算算算法法法 2 复杂性为max{O(n log n), O(ng(n))},

其中g(n)为f−1的复杂性.

Step 1 将各组按ρ(Gi) =
mi∏
j=1

(1 + bpij), (i =

1, 2, · · · ,m)不增顺序排序,得π = [G[1], G[2], · · · ,

G[m]];
Step 2 置

u∗[i] = 0, i = 1, 2, · · · ,m,

U = 0, s = f(0), s′ = f(u), l = 1,

计算

K =
a

b

m∏
i=1

ni∏
j=1

(1 + bpij)− a

b
,

置C ′ = C −K;

Step 3 计算

s[l] =
C ′ − s

m∑
k=l+1

m∏
i=k

ni∏
j=1

(1 + bp[i]j)

m∏
i=1

n[i]∏
j=1

(1 + bpij)
.

若s[l] > s,算法终止;

若f(u) 6 s[l] < s, 置u∗[l] = f−1(s[l]), U =
U + u∗[l],算法终止,最优资源分配为

u∗ = [u∗[1], u
∗
[2], · · · , u∗[m]];

若s[l] < f(u),转Step4;

Step 4 置

u∗[l] = u,U = U + u∗[l],

C ′ = C ′ − s′ ×
m∏
i=l

ni∏
j=1

(1 + bpij),

l = l + 1.

若l > m ,算法终止,问题无解.否则转Step3.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
例例例 求解问题

1 | si = f(ui), G, pij(a + bt),
∑

ui 6 U | Cmax,

其中:

n = 10,m = 4,

G1 = {J1, J2}, G2 = {J3, J4},
G3 = {J5, J6, J7}, G4 = {J8, J9, J10},
p1 = 0.3, p2 = 0.4,

p3 = 0.3, p4 = 0.3,

p5 = 0.2, p6 = 0.2, p7 = 0.1,

p8 = 0.1, p9 = 0.2, p10 = 0.1.

设

a = b = 1, si = f(ui), si = r0 − r1u
1.5
i ,

r0 = 30, r1 = 2.5, u = 4, U = 10.

解解解 首先计算出

ρ1 = 1.82, ρ2 = 1.69, ρ3 = 1.584, ρ4 = 1.45,

工件组间的调度为

π = [G1, G2, G3, G4].

i = 1, u∗1 = min{4, 10} = 4, U = 10− 4 = 6;

i = 2, u∗2 = min{4, 6} = 4, U = 6− 4 = 2;

i = 3, u∗3 = min{4, 2} = 2, U = 2− 2 = 0;

u∗4 = 0.
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最优资源分配为u∗ = [u∗1, u
∗
2, u

∗
3, u

∗
4] = [4, 4, 2, 0].

因而Cmax = 221.6.

5 结结结论论论(Conclusion)
本论引入了一类安装时间受资源约束,工件加工

时间随开工时间线性增加的单机成组调度模型. 给
出了问题性质和极小化目标函数的最优算法. 但对
资源约束问题的其它模型,还有待进一步研究.
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