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摘要:本文研究了一类具有数据包丢失的网络控制系统(NCSs)的建模和保性能控制问题.通过用两个马尔可夫
链分别来描述前向通道和反馈通道的丢包过程,将闭环网络控制系统建模成具有两个模式的马尔可夫随机切换系
统.基于线性矩阵不等式技术和李亚普诺夫方法得到了闭环系统随机稳定的充分条件,并给出了状态反馈保性能控
制器的设计方法. 最后通过数值算例验证本文结果的有效性.
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Guaranteed cost control of
networked control systems with packet dropouts
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Abstract: The modeling and guaranteed cost control for a class of networked control systems (NCSs) with packet
dropouts are addressed. The packet dropout processes in the forward channel and feedback channel are modeled as two
Markov chains and the overall closed-loop NCS is modeled as a Markovian switched system with two modes. Based on
the linear matrix inequality (LMI) technique and the Lyapunov method, a sufficient condition is derived for the stochastic
stability of the closed-loop NCS, and a design procedure is presented for the guaranteed cost state feedback controller.
Finally, an illustrative example is given to show the effectiveness of the proposed results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来网络控制系统 (NCSs)的研究受到了国内

外学者的广泛关注[1]. 数据包丢失是引起 NCSs 性
能下降、失稳的重要原因,因此它是 NCSs中的主要
问题之一. 丢包主要可以分为两种: 一种是被动丢
包, 它是由于网络链路故障以及传输错误等因素造
成的; 另一种是主动丢包, 如传输节点在高负载时
为了使 NCSs能够正常运行或者为了保证控制系统
仍然具有期望的性能而主动地丢弃一些数据包等.
目前已出现了许多方法来处理 NCS中的数据包丢
失问题. 文[2]把这类 NCS 建模成线性马尔可夫跳
跃系统, 并给出了 H∞ 控制器设计方法. 文[3]用迭
代方法把具有任意数据包丢失特性但连续丢包数

有界的 NCS建模成一个具有任意切换律的切换系
统, 进而给出了系统稳定化控制器的设计方法. 但
上述结果都假设网络仅存在于反馈通道中. 进一步,
文[5]研究了前向通道和反馈通道中均存在数据包
丢失的 NCS 控制问题, 这类 NCS 的丢包过程被定

义为连续两次成功完成从传感器到执行器传输的时

间间隔长度的序列, 并给出了系统稳定化控制器的
设计方法.
本文研究了在前向通道和反馈通道中均存在数

据包丢失的一类网络控制系统的保性能控制问题.
将前向通道和反馈通道的丢包过程分别用两个马尔

可夫链描述, 在考虑状态反馈控制律的情况下, 将
整个闭环系统建模成一个具有两个模式的马尔可夫

随机切换系统.基于 Lyapunov方法给出了闭环 NCS
随机稳定的充分条件和保性能控制器设计方法.

2 NCS的的的建建建模模模(Modeling of NCS)
本文考虑的 NCS结构如图 1所示, 被控对象由

以下离散时间线性时不变状态空间模型描述:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (1)

其中: x(k) ∈ Rn 是状态向量, u(k) ∈ Rp 是控制输

入, A和 B 是具有适当维数的常数矩阵.
首先,对所考虑的系统作以下假设:
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a) 网络诱导时延远远小于系统采样周期, 可以
忽略不计;

b) 传感器, 控制器和执行器均采用时间驱动的
方式,且具有相同的采样周期.
考虑具有如下形式的状态反馈控制器

v(k) = Kw(k), (2)

其中: w(k) 为控制器的输入, v(k) 为控制器的输
出, K 为待设计的反馈增益矩阵.

图 1 具有数据包丢失的 NCS结构图

Fig.1 Structure of NCS with packet dropouts

图 1中的开关 S1 和 S2 的断开和闭合分别表示

前向通道和反馈通道发生丢包和没有发生丢包. 用
两个马尔可夫链 ρ(k) ∈ { 0, 1} 和 σ(k) ∈ { 0, 1}
来分别表示前向通道和反馈通道的丢包过程.
ρ(k)和 σ(k)取 0和 1分别表示前向通道和反馈通道
没有发生丢包和发生丢包. M = [ρij]和 N = [σrs]
分别是 ρ(k)和 σ(k)的概率转移矩阵,其中:




ρij = P{ρ(k + 1) = j|ρ(k) = i}, ρij > 0,

σrs = P{σ(k + 1) = s|σ(k) = r}, σrs >0,

1∑
j=0

ρij = 1,
1∑

s=0

σrs = 1, i, r ∈ {0, 1},
(3)

另外,若发生丢包,则假设相应节点使用上一时刻的
输入.
记 z(k) = [xT(k) uT(k) wT(k − 1)]T, 由上

述分析, 闭环系统根据ρ(k)和σ(k)的取值将具有以
下4个子系统.

S00 : z(k + 1) =




A + BK 0 0
K 0 0
I 0 0


 z(k),

S01 : z(k + 1) =




A 0 BK

0 0 K

0 0 I


 z(k),

S10 : z(k + 1) =




A B 0
0 I 0
I 0 0


 z(k),

S11 : z(k + 1) =




A B 0
0 I 0
0 0 I


 z(k),

显然以上 4个子系统的随机切换过程由两个马尔可
夫链 ρ(k)和 σ(k)决定. 综合以上分析,整个闭环系
统可以描述为以下具有两个模式的马尔可夫随机切

换系统:

z(k + 1) = Aρ(k)σ(k)z(k), (4)

ϕ(0) = {z(0), ρ(0), σ(0)} 为闭环系统的初始条件.
考虑以下二次型性能指标

J =E[
∞∑

k=0

[xT(k)R1x(k)+uT(k)R2u(k)]|ϕ(0)], (5)

其中: R1和 R2为给定的正定加权矩阵, E[·]表示数
学期望. 针对系统 (1)和性能指标 (5),保性能控制律
定义如下:

定定定义义义 1 考虑系统 (1)和性能指标 (5), 如果
存在 v(k) = Kw(k) 和一个正数 J∗, 使闭环系
统 (4) 随机稳定, 且闭环性能指标满足 J 6 J∗,
则称 v(k) = Kw(k)为系统 (1)的一个保性能控制
律,且闭环系统 (4)具有保性能界 J∗.

定定定义义义 2 对任意的初始条件 ϕ(0), 若存在矩
阵W > 0,使得

E[
∞∑

k=0

‖z(k)‖2|ϕ(0)] 6 zT(0)Wz(0) (6)

成立,则系统 (4)称为随机稳定的.

性能指标 (5)可以写成

J = E[
∞∑

k=0

[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)]|ϕ(0)],

其中:

R00 = diag{R1 + KTR2K, 0, 0},
R01 = diag{R1, 0, KTR2K},
R10 = R11 = diag{R1, R2, 0}.

本文的目的是导出保性能控制律存在的条件和设计

方法.

3 主主主要要要结结结果果果 (Main results)
以下首先给出使得闭环系统 (4) 随机稳定且具

有二次性能上界的充分条件:

定定定理理理 1 对闭环系统 (4),若存在 Pij > 0,使得
对所有的 i, j ∈ { 0, 1}以下不等式成立
L(i, j)=

1∑
α=0

1∑
β=0

ρiασjβAT
ijPαβAij +Rij−Pij <0,

(7)

则闭环系统 (4) 是随机稳定的, 且性能指标 J 具有

上界 J∗ = zT(0)Pρ(0)σ(0)z(0).

证证证 选取如下的 Lyapunov函数

V (k) = zT(k)Pρ(k)σ(k)z(k),
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记 ρ(k) = i, σ(k) = j,则

E[∆V (k)] = E[V (k + 1)|ϕ(k)]− V (k) =

E[zT(k + 1)Pρ(k+1)σ(k+1)z(k + 1)|ϕ(k)] +

E[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)|ϕ(k)]− V (k)−
E[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)|ϕ(k)] =

zT(k)[
1∑

α=0

1∑
β=0

ρiασjβAT
ijPαβAij +Rij−Pij]·

z(k)− E[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)|ϕ(k)] =

zT(k)L(i, j)z(k)−E[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)|ϕ(k)].

(8)

结合式(7),由式(8)可得

E[∆V (k)] 6−λmin(−L(i, j))zT(k)z(k) 6
−γ‖z(k)‖2,

其中γ = min{−λmin(−L(i, j))| i, j ∈ {0, 1}}. 由上
面的不等式易知: 对任意的 T > 1,有

E[V (z(T + 1))]− E[V (z(0))] 6 −γE[
T∑

k=0

‖z(k)‖2],

移项后可得

E[
T∑

k=0

‖z(k)‖2] 6

1
γ

(E[V (z(0))]− E[V (z(T + 1))]) 6

1
γ

E[V (z(0))] =
1
γ

zT(0)Pρ(0)σ(0)z(0),

令 T → ∞,由上式和定义 2可知闭环系统 (4)是随
机稳定的.
另一方面,由式(8)和 L(i, j) < 0可得

E[V (k + 1)|ϕ(k)] 6
V (k)− E[zT(k)Rρ(k)σ(k)z(k)|ϕ(k)], (9)

由式(9)递推可得

E[V (k)|ϕ(0)] 6

V (0)−
k−1∑
l=0

E[zT(l)Rρ(l)σ(l)z(l)|ϕ(0)], (10)

令k →∞,则由上式可得

J =
∞∑

l=0

E[zT(l)Rρ(l)σ(l)z(l)|ϕ(0)] 6 V (0) =

zT(0)Pρ(0)σ(0)z(0).

定理得证.
定理 1 给出了闭环系统 (4) 随机稳定且具有二

次型性能指标上界的一个充分条件.基于该条件,可
导出系统 (1)的保性能控制器设计方法.
将 Aij 和 Rij 分别写成 Aij = A1ij + BijKCij

和 Rij = R1ij + WT
ij R2Wij . 其中:

A100 =




A 0 0
0 0 0
I 0 0


 , A110 =




A B 0
0 I 0
I 0 0


 ,

A101 =




A 0 0
0 0 0
0 0 I


 , A111 =




A B 0
0 I 0
0 0 I


 ,

B00 = B01 = [BT I 0]T, B10 = B11 = [0 0 0]T,

C00 = [I 0 0], C10 = C11 = [0 0 0],

C01 = [0 0 I ], W10 = W11 = [0 0 0],

R100 =R101 =diag{R1, 0, 0}, W00 =[K 0 0],

R110 =R111 =diag{R1, R2, 0}, W01 =[0 0 K ].

由 Schur补引理可知式 (7) 等价于以下的矩阵不等
式 [−Pij + R1ij Γ

∗ Φ

]
< 0, i, j ∈ {0, 1}, (11)

其中:

Γ = [Y T
ij00 Y T

ij01 Y T
ij10 Y T

ij11 WT
ij ],

Φ = −diag{P−1
00 , P−1

01 , P−1
10 , P−1

11 , R−1
2 },

Yijαβ = ρ
1/2
iα σ

1/2
jβ (A1ij + BijKCij),

i, j, α, β ∈ {0, 1}.
为了有效处理非线性矩阵不等式 (11) , 记不等

式 (11) 左边的矩阵为 Ω(i, j), 用 Qij 代替 Ω(i, j)
中的 P−1

ij ,并记得到的矩阵为 Ω̃(i, j). 其中, Qij 为

正定矩阵. 利用文[4] 提出的锥补线性化(CCL)算
法可将保性能控制器的求解问题转化求解以下具

有 LMIs约束的最小化问题:

min tr (
1∑

i=0

1∑
j=0

PijQij), (12)

s. t. Ω̃(i, j) < 0, (13)[
Pij I

I Qij

]
> 0, i, j ∈ {0, 1}. (14)

以下给出该最小化问题的一个迭代求解算法:
算算算法法法 1
1) 求优化问题的一组可行解 P 0

ij , Q0
ij , K0,

令 k = 0,并设定一个迭代次数的上界 kmax;
2) 求解以下具有 LMIs约束的最小化问题:

min tr (
1∑

i=0

1∑
j=0

P k
ijQij + Qk

ijPij),

s. t. (13), (14)

得到 Pij , Qij , K, 令 P k+1
ij = Pij , Qk+1

ij = Qij ,
Kk+1 = K;
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3) 若 Pij 满足式(11), 则退出, 得到的解即为此
最小化问题的一个解.若不满足,令 k = k + 1,返回
到第 2步.如果 k = kmax 时仍然没有解,则认为此
最小化问题在迭代次数 kmax内无解.
注注注 1 为确立闭环系统性能和丢包率 r 之间的关

系,以下先建立概率转移矩阵 M, N和丢包率的关系:8
>>><
>>>:

Λ(∞) = lim
n→∞[Λ0(0), Λ1(0)]Mn,

Π(∞) = lim
n→∞[Π0(0), Π1(0)]Nn,

r = 1− Λ0(∞)Π0(∞),

(15)

其中的 Λ0(0), Π0(0), Λ1(0), Π1(0)分别表示前向通道和反

馈通道中初始时刻数据包传输成功和丢包的概率,它们可

以通过实验获得, r是整个闭环网络控制系统的丢包率.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical examples)
考虑文[5]中的仿真对象,其中:

A =




0.6065 0 −0.2258
0.3445 0.7788 −0.0536
0 0 1.2840


 ,

B = [−0.0582 −0.0093 0.5861]T, (16)

选取 R1 和 R2 为具有适当维数的单位矩阵,系统初
始条件为 z(0) = [1 0.8 0.9 0.6 0.8 0.1]T, ρ(0) =

0, σ(0) = 0,概率转移矩阵为M =
[
0.6 0.4
0.7 0.3

]
, N =

[
0.6 0.4
0.7 0.3

]
. 假设 Λ0(0) = Λ1(0) = 0.5, Π0(0) =

Π1(0) = 0.5. 则由式(15) 可得数据包丢失率约
为 r = 58%. 设 kmax = 50, 在经过 33 次迭代运
算之后,得到相应的优化问题 (12)可解,求得的控制
器增益矩阵为 K = [0.0808 0.0139 −0.07023], 闭
环系统的保性能界为 J∗ = 13.6517.
取 ρ(k), σ(k)满足概率转移矩阵M , N ,系统状

态轨线和各时刻 ρ(k), σ(k)的值分别如图 2 和图 3
所示. 数值仿真结果表明, 在网络数据包丢失率约
达 58%的情况下,所设计的保性能控制器仍能有效
地镇定系统 (16).

图 2 系统状态轨迹
Fig. 2 System state trajectories

图 3 ρ(k)和σ(k)的切换值

Fig. 3 Values of ρ(k) and σ(k)

5 结结结论论论(Conclusions)
本文讨论了一类数据包丢失同时存在于前向通

道和反馈通道的网络控制系统的保性能控制问题.
通过将该类闭环网络控制系统建模成为一个具有两

个模式的马尔可夫随机切换系统,给出了闭环系统
随机稳定的充分条件和保性能控制器的设计方法,
最后的数值算例表明了本文方法的有效性.
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