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摘要:研究了一类不确定系统区域稳定和方差约束的鲁棒H∞可靠控制器的设计方法,其目的是通过设计状态反
馈控制器,使闭环系统的极点被配置在给定的圆盘中,同时,当有外生扰动,以及所有可能的不确定及其敏感执行器
失效的时候,依然能满足闭环传递函数H∞ 范数有界和稳态方差的约束．借助于LMI和凸优化技术,给出了控制器
存在的充分条件及其解析式．最后,通过一个仿真例子,说明该方法的可行性．
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H-infinity control of uncertain systems with
D-stability and variance constraints
FEI Wei-yin1,2, DING De-rui1 , XIA Deng-feng1

(1. Department of Applied Mathematics & Physics, Anhui University of Technology and Science, Wuhu Anhui 241000, China;
2. College of Information Science and Technology, Donghua University, Shanghai 200051, China)

Abstract: We design an H-infinity controller with state feedback for a class of uncertain systems. It places the closed-
loop poles within a specified disk, and meets the requirements of the H-infinity-norm bound and variance constraints, for all
external disturbances and admissible uncertainties including actuator failures. By using the convex optimization technique,
the sufficient conditions for the existence and the analytical expression of the controller are obtained in terms of the linear
matrix inequality. An illustrative example is provided to demonstrate the feasibility of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在常规的设计控制系统时,通常基于一个基本假

定, 即系统的传感器与执行器均处于良好的工作状
态,不出现任何故障. 然而,系统在实际运行中,由于
元器件质量、环境变化等各种因素的影响,执行器
失效是实际工程系统经常遇到的问题.因此可靠控
制引起了很多学者的兴趣, 一些可靠控制器设计方
法也相继提出[1∼9]. Leland et al. [1]利用冗余传感器

的方法设计可靠控制器; Liao et al. [2]考虑具有凸组

合形式的参数不确定系统,用线性矩阵不等式方法
研究了可靠飞行跟踪控制问题; Wang and Qiao [4] 研

究了一类状态延时的不确定系统的可靠控制器的设

计问题;王福忠等[5]针对线性系统,提出了抵御系统
执行器故障和不确定性的状态反馈区域稳定可靠控

制设计问题等.
设计出的鲁棒可靠控制器,能否在敏感执行器出

现故障的情况下, 依然保证系统极点在指定的圆盘

区域内、稳态协方差及其H∞ 性能指标满足给定约
束,正是本文所要考虑的问题.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下一类不确定线性系统:

ẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + Bu(t) + Dw(t), (1)

y(t) = Cx(t). (2)

其中: x(t) ∈ Rn是状态向量, y(t) ∈ Rl为输出向量,
u(t) ∈ Rm是控制输入, w(t) ∈ Rp是均方可积的外

生扰动, A, B, C, D 是相应维数的已知定常矩阵;
∆A反映系统模型中变量参数不确定性的不确定实

值矩阵, 并假设满足∆A = MFN , 在此, M和N是

已知定常矩阵, F是时变矩阵,且满足FFT 6 I , I是

相应维数的单位矩阵.
设计如下形式的状态反馈控制律

u(t) = Kx(t), (3)
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使闭环系统即使在执行器出现故障的情形下, 仍然
满足D稳定、稳态方差约束以及H∞性能指标要求.
在控制系统中, 执行器可分为两类: 一类容易

发生故障, 在本文中称之敏感执行器, 记为Ω ⊆
{1, 2, · · · ,m}, 这类执行器对于系统稳定性是冗余
的, 但可能改善系统性能; 另一类则比较稳定、可
靠,不易发生故障,记为Ω ⊆ {1, 2, · · · ,m} − Ω,这
类执行器的目的是用以镇定被控系统.众多学者研
究表明,敏感执行器失效时,在系统状态方程中主要
体现在控制矩阵上,并提出如下分解

B = BΩ + BΩ. (4)

其中BΩ和BΩ是取B 中集合Ω和Ω相应列为零而产

生的.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
定定定理理理 1 设给定H∞范数γ > 0和σ(AC +

∆A) ⊂ D(q, r)的约束. 如果存在一正定矩阵P > 0,
使下述矩阵不等式成立

(AC + ∆A)P (AC + ∆A)T + (q2 − r2)P +

q[(AC + ∆A)P + P (AC + ∆A)T +

DDT + γ−2PCTCP ] 6 0. (5)

则闭环系统满足

i) σ(AC + ∆A) ⊂ D(q, r);

ii) ‖Tyw(s)‖∞ 6 γ;

iii) 稳态协方差X := lim
t→∞

E[x(t)x(t)T]

存在,并且满足X 6 P.

其中: σ表示矩阵特征值; AC = A + BK; D(q, r)表
示中心坐标为(−q, 0)半径为r的圆盘; Tyw(s)表示从
干扰输入w(t)到控制输出y(t)的传递函数.

证证证 类似文献[10],可得定理成立. 证毕.

定定定理理理 2 给定H∞范数γ > 0, σ(AC + ∆A) ⊂
D(q, r)以及系统状态方差约束[X]ii 6 σ2

i (i =
1, 2, · · · , n). 如果存在一组适当的正定矩阵和正
数P, G, S, ε1, ε2使得下列凸优化问题有解, 且解同
时满足

(qε−1
1 + ε2)MMT 6 S,

(Pε−1
2 + PNTNP )−1 6 G−1,

那么, 对于所有可能的不确定性∆A和相应的敏

感执行器失效(失效的为敏感执行器的一子集, 记
为ω ⊆ Ω), 所设计的控制器K = −0.5BTP都能够

满足系统要求.

min
P,G,S,ε1

tr P − tr G− tr S

s.t.




Y PNT PBΩ PCT (A−0.5BBT)P
∗ −(ε1q)−1I 0 0 0
∗ ∗ q−1I 0 0
∗ ∗ ∗ −γ2q−1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −G



<

0, (6)

[P ]ii 6 σ2
i , i = 1, 2, · · · , n, (7)

其中: [X]ii代表了第i个状态的方差, σ2
i描述了第i个

状态的稳态方差约束, 其值由实际系统的性能指标
所决定;式中

Y :=qAP+qPAT+(q2−r2)P+q(DDT+BΩBT
Ω)+S.

证证证 定义

Θ := ε1NNT −BΩBT
Ω

+ γ−2CTC,

Ψ := (AP − 0.5BBTP )(P − ε−1
2 PNTNP )−1 ·

(AP − 0.5BBTP )T.

根据文献[11]相关结论有

(AC + ∆A)P (AC + ∆A)T =

(A + BK + MFN)P (A + BK + MFN)T 6
ε2MMT + Ψ.

又凸优化问题有解,且满足相应的约束条件,依
据Schur补引理,可得

0 > q{AP + PAT + P [ε1N
TN −BΩBT

Ω
+

γ−2CTC]P + DDT + BΩBT
Ω + q−1S}+

{(AP − 0.5BBTP )G−1(AP − 0.5BBTP )T +

(q2 − r2)P} >
q{AP + PAT + PΘP + ε−1

1 MMT + DDT +

BΩBT
Ω}+ {ε2MMT + Ψ + (q2 − r2)P}.

接下来,与Wang[4]类似,可得该定理成立.
证毕.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
考虑一线性不确定随机控制系统, 其可由

式(1)和(2)描述,系统模型参数如下:

A =
(−1.5 − 0.2
−0.2 − 1

)
, B =

(
0.5 − 0.4
0 0.5

)
,

CT =
(

0.5
0.2

)
, D =

(
0.5 0
0 0.8

)
,

M =
(

0.1 0
0 0.1

)
, N =

(
0.2 0
0 0.2

)
.

希望通过状态反馈,使满足闭环系统D稳定、扰动传

递函数H∞范数有界稳态方差满足给定约束,其相应
的值
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σ(AC + ∆A) ⊂ D(q, r) = D(2, 1.95);

γ = 0.95;σ1 = 3.3;σ2 = 3.5.

现在假定Ω = {2},有

BΩ =
(

0 − 0.4
0 0.5

)
, BΩ =

(
0.5 0
0 0

)
.

解得

S =
(

2 0.101
0.2045 2

)
,

G =
(

0.8 0.0145
0.1546 0.8

)
,

P =
(

3.2 − 0.1453
0.2107 3.2

)
,

K =
(−0.8 0.0363

0.5873 − 0.8291

)
,

ε1 = 3.5, ε2 = 1.7.

当F =
(

sin t 0
0 cos t

)
, 系统状态初始值XT

0 =

[−1 − 0.95]时, 通过MATLAB仿真可以看出, 闭
环系统即使在有较大的不确定性和白噪声干扰下,
依然能快速衰减、达到稳定, 具有很强的抗干扰
能力(图1); 当传感器失效时, 相对于正常情况, 系
统的输出略有劣化, 但同样的表现出优异的抗扰性
能(图2),系统的闭环极点依然落在给定的圆盘内,充
分验证了本文方法的可行性.

图 1 系统状态响应(执行器正常)

Fig. 1 System state response (actuator normal)

图 2 系统状态响应(执行器失效)

Fig. 2 System state response (actuator failures)

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类线性不确定系统,通过求解一凸优

化问题,且解满足相应的约束,由此获得要求的反馈

控制律.该控制器不仅满足闭环系统可靠性的要求,
而且还满足D稳定、方差和H∞范数约束的要求.
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