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摘要: 研究一类非线性离散系统的鲁棒非脆弱极小极大控制问题. 针对含有不确定项的非线性离散系统, 构
造T-S模型,引入参数不确定项,使得模糊模型能够更精确逼近原系统.考虑系统和控制器同时含有不确定性,利用
线性矩阵不等式(LMI)处理方法和Lyapunov稳定性理论,设计鲁棒且非脆弱的控制器. 考虑不确定性使得性能指标
最大的情形,得到极小极大鲁棒非脆弱控制器存在的充分条件.引入凸优化算法,求解使闭环系统渐近稳定且性能
指标上界最小的最优极小极大鲁棒控制器的参数. 最后以著名的truck-trailer模型为例的仿真结果表明所设计的控
制器具有良好的鲁棒性和非脆弱性.
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Non-fragile minimax control of nonlinear systems based on T-S model
JIANG Nan, JING Yuan-wei

(Faculty of Information Science and Engineering, Northeastern University, Shenyang Liaoning 110004, China)

Abstract: To deal with the robust and non-fragile minimax control problem for uncertain nonlinear discrete systems, we
construct a T-S model including the parametric uncertainty terms of the nonlinear systems to give a better approximation
to the original system. The sufficient conditions for the existence of robust and non-fragile minimax control are derived
in the sense of Lyapunov asymptotic stability and are formulated in the format of linear matrix inequalities (LMIs). The
convex optimization algorithm is used to determine the minimal upper bound of the performance cost and the parameters of
optimal minimax controller. The closed-loop system is asymptotically stable under the worst disturbances and the greatest
uncertainty. An illustrative example of truck-trailer shows a good robust and non-fragile performance of the designed
controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 模糊控制技术已成为研究非线性系

统控制问题非常有效的方法, 20世纪80年代, Tak-
agi和Sugeno提出了著名的T-S模型,其模糊规则的后
件部分给出了确切的数学描述, 为模糊控制的理论
分析提供了方便,而且可得到严格的稳定性证明[1].
文献[2,4]基于T-S模型研究了不确定非线性系统的
鲁棒镇定问题及模糊系统稳定的充分条件.随着计
算机技术的发展,模糊控制也被推广到非线性离散
系统中[5,6]. 文献[7]针对非线性离散系统研究了模
糊镇定问题.极小极大控制是一类特殊的保性能控
制问题,它是针对干扰和不确定性最坏的情形,设计
鲁棒控制器, 使得在整个时间过程中状态偏差、控
制能量的消耗、干扰以及不确定性几方面综合指标

最小. 俄罗斯学者Kogan在文献[8,9]中分别针对标称

的线性离散系统和线性随机系统研究了极小极大控

制器的存在条件.
在实际系统的运行中, 控制器由于硬件(如AD,

DA转换等)、软件(如计算截断误差)等原因, 经常存
在参数摄动的情况. 此时传统的鲁棒控制方法表
现出高度的脆弱性, 因此, 设计出兼具鲁棒和非脆
弱特性的控制器才能保证系统的稳定高性能运行.
Yang在文献[10, 11]中分别针对控制器具有加性和
乘性干扰的线性系统,研究了非脆弱H∞控制问题.
本文针对含有不确定项的非线性离散系统,在后

件部分引入了参数不确定项.利用线性矩阵不等式
方法和Lyapunov稳定性理论, 设计模糊非脆弱极小
极大控制器. 引入凸优化算法,求解性能指标最小上
界及最优控制器参数. 最后以Truck-Trailer模型为例
的仿真结果表明所设计的控制器具有良好的鲁棒性
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和非脆弱性.

2 系系系统统统与与与问问问题题题的的的描描描述述述(System description and
problem statement)
对非线性离散系统, 第i条模糊规则对应的表达

形式如下所示:

Ri : if z1(k) is F i
1, z2(k) is F i

2, · · · , zn(k) is F i
n,

then x(k+1)=(Ai+∆Ai)x(k)+(Bi+∆Bi)u(k),

y(k) = Cix(k), i = 1, · · · , q. (1)

其中: 集合F i
j 是模糊子集(j = 1, · · · , n), z(k) =

[z1(k), · · · , zn(k)]T 是前提变量, x(k) = [x1(k),
x2(k), · · · , xn(k)]T ∈ Rn 是系统的状态向量,
Ai ∈ Rn×n 是系统矩阵, Bi ∈ Rn×m 和Ci ∈ Rl×n

分别是系统的输入和输出矩阵. ∆Ai 和∆Bi 是具有

适当维数的参数不确定项, q是T-S模糊规则数.
应用标准的模糊推理方法得到系统的全局模糊

状态方程



x(k+1)=
q∑

i=1

hi(z(k))[Aix(k) + Biu(k)]+
q∑

i=1

hi(z(k))[∆Aix(k)+∆Biu(k)],

y(k) =
q∑

i=1

hi(z(k))Cix(k).

(2)

考虑性能指标

J(u,W )=
∞∑
0

(xT(k)Qx(k)+uTi0(k)Rui0(k)−

γ2W TW ), (3)

其中: Q = QT > 0, R > 0, W表示所有容许的不确

定性和干扰,记ui0(k) = Kix(k).
考虑如下两种形式的控制器增益变化:
a) 加性控制器增益变化:

∆Ki = ∆Ti1, F T
i Fi 6 I, i = 1, · · · , q. (4)

b) 乘性控制器增益变化:

∆Ki = ∆Ti2Ki, F T
i Fi 6 I, i = 1, · · · , q. (5)

其中: ∆Ti1 = DiFiEi3, ∆Ti2 = DiFiEi4, Ki ∈
Rm×n为状态反馈增益矩阵, ∆Ki为增益干扰.
全局模糊控制器为

u(k) =
q∑

i=1

hi(z(k))(ui0(k) + ∆Kix(k)). (6)

假假假设设设 1 系统(1)中的参数不确定项是范数有界
的,并且满足下面等式:

[∆Ai,∆Bi,∆Ti1,∆Ti2]=DiFi(k)[Ei1, Ei2, Ei3, Ei4],

其中: Di, Ei1, Ei2, Ei3, Ei4 是具有适当维数的矩阵,
Fi(k) 是一未知矩阵函数, 其元素是勒贝格可测的,

且F T
i (k)Fi(k) 6 I , I 是合适维数的单位阵.

3 具具具有有有加加加性性性增增增益益益干干干扰扰扰的的的极极极小小小极极极大大大控控控制制制律律律

设设设计计计(Minimax robust control under additive
gain perturbations)
定定定理理理 1 针对系统(2)和性能指标(3), 对于给定

的常数γ > 0,如果存在公共的正定对称矩阵X使得

下列不等式成立:[−γ2I D̄T
i X

XD̄i −X

]
< 0, (7)

[−X XAT
i

AiX −(X−γ−2D̄iD̄
T
i +BiR

−1BT
i )

]
< 0, (8)



−X+Q1 XAT

i XAT
i

∗ −X+Q1 0
∗ ∗ −Z


 < 0, i=1,· · ·, q, (9)

则

u∗j0 = −
q∑

i=1

q∑
j=1

hihj(R + BT
i P̄Bi)−1BT

i P̄Aix(k)

是系统(2)的一个极小极大非脆弱控制律,且闭环系
统渐近稳定,相应的系统性能指标上界为

J∗ 6 xT(0)Px(0). (10)

其中:

P̄ = P + PD̄i(γ2I − D̄T
i PD̄i)−1D̄T

i P,

Z =P−1(γ−2D̄iD̄
T
i −BiR

−1BT
i ) +

(γ−2D̄iD̄
T
i −BiR

−1BT
i )P−1 − (γ−2D̄iD̄

T
i −

BiR
−1BT

i )(γ−2D̄iD̄
T
i −BiR

−1BT
i ),

X = P−1,

Q1为对角线元素都为正的相应维数的常数阵.

证证证 首先构造李雅普诺夫函数

V (k) = xT(k)Px(k), (11)

其中矩阵P为对称正定矩阵. 对式(11)做差分,得

∆V (k) = xT(k+1)Px(k+1)−xT(k)Px(k). (12)

选择一个局部检验函数为

ψ(k) = ∆V (k) + uTj0(k)Ruj0(k)− γ2W TW, (13)

将式(12)代入上式并关于W 求极值得到

W ∗ =
q∑

i=1

q∑
j=1

hihj(γ2I−D̄T
i PD̄i)−1 ·

D̄T
i P (Aix+Biuj0), (14)

由式(7)显然有
∂2ψ(k)
∂W 2

= D̄T
i PD̄i − γ2I < 0,

故式(14)即为闭环系统的最坏干扰参数表达式,
将W ∗代入式(13)再对其关于uj0求极值,得到
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u∗j0 =−
q∑

i=1

q∑
j=1

hihj(R + BT
i P̄Bi)−1BT

i P̄Aix(k),

(15)

又因为
∂2(max

W
ψ(k))

∂u2
= R + BT

i P̄Bi > 0, 故

式(15)为使得局部检验函数取极小值的控制器参
数表示, 根据Schur补定理, 易知闭环系统是渐近稳
定的,且min

u0
max

W
J(u,W ) = x(0)TPx(0).

假假假设设设 2 系统(2)的闭环系统初值x0是一个满

足E {x0 xT0} = I的零均值随机变量. 此时, 模
糊闭环系统的性能指标的期望值是J̄ = E {J} 6
E {xT0Px0} = tr(P ) = J∗. 其中: J∗为闭环系统的
性能函数上界, E(∗)表示期望算子[3].

定定定理理理 2 对给定的系统(2)和性能指标(3), 如果
以下优化问题成立:

min
X,X̄

tr(X̄),

s.t. (7) ∼ (9),
[
X̄ I

I X

]
> 0, i = 1, · · · , q,

则式(15)为系统(2)的最优极小极大控制律, 相应的
系统性能指标上界是J̄ 6 tr(X̄) = J∗.

4 具具具有有有乘乘乘性性性增增增益益益干干干扰扰扰的的的极极极小小小极极极大大大控控控制制制律律律设设设

计计计(Minimax robust control under multiplica-
tive gain perturbations)
定定定理理理 3 针对系统(2)和性能指标(3), 对于给定

的γ̄ > 0 及ε̄ > 0, 如果存在公共的对称正定矩
阵Y使得下列不等式成立:[−γ̄2I D̄T

i

∗ −Y + ε̄BiD̄iD̄
T
i BT

i

]
< 0, (16)

[−Y Y AT
i

AiY −(Y −Mi)

]
< 0, (17)



−Q2 0 0
∗ −Mi(Y −ε̄BiD̄iD̄

T
i BT

i ) 0
∗ ∗ −ε̄S−1


<0, (18)



−Y + Q2 Y AT

i Y AT
i

∗ −Y + Mi + I 0
∗ ∗ −ε̄Φi


 < 0,

i = 1, · · · , q, (19)

则

uj0 =−
q∑

i=1

q∑
j=1

hihj(R̄ + BT
i P̄mBi +

ε̄−1ET
i3Ei3)−1BT

i P̄mAix(k) (20)

是系统(2)的一个极小极大非脆弱控制律,且闭环系
统渐近稳定,相应的系统性能指标上界是

min
u(k)

max
W

J(u, ω) = xT(0)Pmx(0).

其中:

Mi = −γ̄2D̄iD̄
T
i − εBiD̄iD̄

T
i BT

i + BT
i (R̄ +

ε̄−1ET
i3Ei3)−1Bi,

P̄m = P̃m + P̃mD̄i(γ̄2I − D̄T
i P̃mD̄i)−1D̄T

i P̃m,

Y = P−1
m ,

Φi = ΘiP̄
−1
m S−1Bi + BT

i S−1P̄−1
m ΘT

i + BT
i Bi.

定定定理理理 4 对给定的系统(2)和性能指标(6), 如果
以下优化问题成立

min
Y,Ȳ

tr(Ȳ )

s.t. (16) ∼ (19),
[
Ȳ I

I Y

]
> 0, i = 1, · · · , q,

则式(20)为系统(2)的最优极小极大鲁棒非脆弱控制
律,相应的性能指标上界为J̄ 6 tr(Pm) = J∗.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
为了验证方法的有效性,这里以控制器受到加性

增益变化为例,利用本文方法对truck-trailer模型[2]进

行仿真. 考虑如下模型:

x1(k+1)=(1−v
k̄

L
)x1(k)+v

k̄

l
u(k)+a(k)x1(k),

x2(k + 1) = x2(k) + v
k̄

L
x1(k) + a(k)x2(k),

x3(k+1)=x3(k) + vk̄ sin(x2(k) +

v
k̄

2L
x1(k)) + a(k)x3(k),

其中a(k)是系统的参数不确定项.
采用式(1)形式的模糊规则来描述该模型,其中:

A1 =




1.3846 0 0
−0.3846 1 0

0.009615−0.05 1


 , B1 =



−0.5747

0
0


 ,

A2 =




1.3846 0 0
−0.3846 1 0

0.00032458 −0.001688 0


 ,

B2 =



−0.5747

0
0


 ,

∆A1 = ∆A2 =




0.2 sin k 0 0
0 0.2 sin k 0
0 0 0.2 sin k


 ,

∆B1 = D1F (k)E12,∆B2 = D2F (k)E22,

E12 = [1.5] ,
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D1 = D2 =




0.15
0
0


 , F (k) = sin k, E22 = [2.5] .

采用下面的隶属函数:

h1(z(k)) =

(1− 1
1+exp{−3[z(k)− π

2
]})

1
1+exp{−3[z(k)+ π

2
]} ,

h2(z(k)) = 1− h1(z(k)),

z(k) = x2(k) + v
k̄

2L
x1(k).

首先假设设计时不考虑控制器的增益变化, 利
用MATLAB LMI Toolbox对定理2 中的条件寻优得
到性能指标的最小上界J∗R = 15.9600, 相应的控制
器增益为K1R =

[
2.4566 −0.3167 0.0083

]
,K2R =[

2.4565 −0.3163 0
]
,假设控制器受到的扰动参数

为D1 = D2 =
[

0.1 −0.01 0.1
]T

, E1 = E2 = [0.3
0.15 −0.2], 扰动矩阵F ∈ R3×3, 对定理2中的条件
寻优得到性能指标的最小上界为J∗N =15.4703,相应
的控制器增益为K1N =

[
2.5169 −0.3316 0.0085

]
,

K2N =
[
2.5168 −0.3312 0

]
, 显然J∗R > J∗N, 可见

当系统的控制器增益受到很小的扰动时, 闭环系统
的性能下降.
为了进一步说明控制性能,将鲁棒控制与鲁棒非

脆弱控制效果进行对比. 对系统施加幅值为0.1的正
弦干扰,系统状态的响应曲线如图1和图2所示.

图 1 鲁棒控制的系统状态响应曲线

Fig. 1 state responses of robust control

从图中可看出当控制器存在扰动时,单纯的极小
极大鲁棒控制虽然仍能使系统的各个状态趋于渐近

稳定,但是曲线存在明显抖动,这说明单纯的极小极
大鲁棒控制器具有脆弱性。采用所设计的极小极大

鲁棒非脆弱控制器能很好的解决控制器由于器件或

传感器老化等原因引起的系统稳定性破坏和性能下

降,使得控制器适应更恶劣的工程环境.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文在T-S模型的后件部分引入了参数不确定

项,考虑不确定性使得系统性能指标的界最大时,设
计鲁棒且非脆弱的控制器. 通过引入凸优化技术
和LMI方法, 求解的最优控制器不需要耗费很大的
代价就可以使得闭环系统渐近稳定且性能指标存在

最小上界. 通过与单纯的鲁棒控制器比较说明设计
的控制器具有良好的非脆弱性.

图 2 鲁棒非脆弱控制的系统状态响应曲线

Fig. 2 State responses of robust and non-fragile
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