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摘要:考虑了一类切换线性时滞系统的稳定性问题.基于Lyapunov函数方法和矩阵测度的概念,分别给出了切换
系统时滞独立以及时滞依赖的渐近稳定性和指数稳定性判据,设计了相应的镇定切换律.最后,通过数值算例验证
了所提算法的正确有效性.
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1 引引引言言言(Introduction)
切换系统是一类重要的混合动态系统,它可以看

作是由若干微分方程或者差分方程及其作用在其中

的切换规则组成的. 切换系统可以用来描述许多不
能通过纯粹的连续时间过程或离散时间过程刻划的

系统.因而切换系统具有广泛的应用背景,典型的切
换系统的例子包括: 通信网络,交通控制,化工批处
理过程, 自动引擎控制,飞行器控制,自动调速系统
控制,生化过程控制等. 此外,选用切换控制有时候
可以获得比传统的连续控制更好的效果.在过去的
二十年里, 有关切换系统理论及其应用的研究受到
众多学者的关注[1∼17].
切换系统的稳定性是目前研究最为集中的问

题. 切换系统不同于纯粹的的连续时间系统或离
散时间系统, 它具有一些特殊的性质. 研究表明[2]:
两个全局指数稳定的系统在某些切换机制作用下

可能是不稳定的, 两个不稳定的系统在某些切换
策略作用下也可能是渐近稳定的. 因此, 切换系统
的稳定性研究极为复杂. 目前切换系统稳定性的
研究方法主要包括: 1) 公共Lyapunov函数方法[4],

即假设所有子系统具有一个公共的Lyapunov函数,
从而保证对于子系统之间的任意切换, 系统是渐
近稳定的; 2) 多Lyapunov函数[5]或切换Lyapunov函
数方法[6], 此时假设每个子系统都具有一个相应
的Lyapunov函数, 通过设计适当的切换策略可以保
证给定切换系统是渐近稳定的; 3)基于驻留时间的
慢切换方法[7], 当切换系统中所含稳定子系统的总
激励时间与不稳定子系统的总激励时间之比充分大

时,可以保证切换系统是渐近稳定的.
本文拟研究如下的切换线性时滞系统{
ẋ(t)=Aσ(t)x(t)+Bσ(t)x(t−τ), t > t0,

x(t) = Φ(t), −τ 6 t6 t0,
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为系统的状态向量, τ > 0为已知的
常数时滞, σ(t) ∈ {1, 2, · · · , N} 4= N̄ 为系统的切换

信号,它是一个依赖于时间t的分段常值函数, 在某

一时刻t,若σ(t) = i ∈ N̄ ,则系统(1)对应地切换为
第i个子系统.
对于系统 (1), 借助于公共Lyapunov 函数方法,

文献[11]假设存在一个{(Ai + Bi)}的稳定凸组合,
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得出了系统 (1)在任意切换律下均一致渐近稳定的
时滞依赖稳定性条件. 文献[12]研究了一类切换时
滞大系统的稳定性问题,通过将给定的切换时滞系
统转化为无时滞的切换系统,基于慢切换的思想[8],
得到了系统渐近稳定的充分条件. 文献[13]应用切
换Lyapunov函数方法[7]考虑了一类线性离散时滞切

换系统的二次稳定和二次镇定问题,通过将系统状
态进行扩维,给出了切换时滞系统二次稳定和二次
镇定的线性矩阵不等式判定条件.文献[14]分别基于
单Lyapunov函数和多Lyapunov函数方法, 研究了一
类带有时滞摄动的线性切换系统的稳定性. 基于相
似的方法, 文献[15]研究了具有模式依赖时滞马尔
可夫切换系统的稳定性问题.此外,应用矩阵不等式
技术, 文献[16]还考虑了一类离散时间时滞切换系
统的鲁棒H∞镇定问题.
本文着重考虑系统(1)的渐近稳定性和指数稳定

性问题, 基于Lyapunov函数方法以及矩阵测度的概
念分别给出了判定切换线性时滞系统渐近稳定性和

指数稳定性的判据. 这些判据包括时滞依赖稳定性
判据和时滞独立的稳定性判据. 最后,通过数值算例
验证了本文所提算法的正确有效性.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
符号说明: P > 0(P < 0)表示矩阵P对称正

定(负定), λmin(A)表示矩阵A的最小特征值, | · |
和‖ · ‖分别为向量范数和与之相容的矩阵范数,
µ(A)为矩阵范数‖ · ‖下A的测度. arg min

i
{·}表示

使得括号内函数值达到最小的指标.
为了证明本文的主要结论,引入如下的引理.

引引引理理理 1 设矩阵P ∈ Rn×n > 0,则存在可逆矩

阵U使得P = UTU.

引引引理理理 2 设M, N为适当维数的矩阵,则有下面
的不等式成立:

MTN + NTM 6 MTM + NTN.

引引引理理理 3 [18] 如果下述系统是渐近稳定的:

˙̄x(t) = Āx̄(t) + B̄x̄(t− τ),

那么系统

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τ)

是指数稳定的,并且收敛速度为α,其中

Ā = A + αI, B̄ = Beατ , α > 0.

引引引理理理 4 (Barbalet引理)[19] 如果可微函数f(t)当
t → ∞时有一个有限的极限值, 而且f(t)的导
数ḟ(t)是一致连续的,则

lim
t→∞

ḟ(t) = 0.

3 Lyapunov函函函数数数方方方法法法研研研究究究(Study on the Lya-
punov function method)
定定定理理理 1 对系统(1),如果存在一组对称正定矩

阵Pi, Qi满足下面的广义Lyapunov矩阵方程:

AT
i Pi + PiAi + BT

i PiBi + Pi + Qi = 0, i ∈ N̄ , (2)

定义切换策略

σ(t) = arg min
i

{
xT(t− τ)BT

i PiBix(t− τ)
}

, (3)

则系统(1)在切换律(3)作用下是时滞依赖渐近稳定
的.

注注注 1 尽管判定条件(2)与时滞τ 无关, 但是切换

律(3)的定义与时滞τ 有关, 而且切换系统的稳定性是与

切换律紧密相连的, 所以称判定条件(2)和(3)是切换系

统(1)的一个时滞依赖稳定性判据.

证证证 对系统(1),选取如下的Lyapunov函数

V (t) = xT(t)Pσ(t)x(t) +w t

t−τ
xT(s)BT

σ(s)Pσ(s)Bσ(s)x(s)ds. (4)

显然,对任意的x(t) 6= 0有

V (t) > min
16i6N

λmin(Pi)|x(t)|2 > 0.

下面求V (t)的导数,设σ(t) = i, σ(t− τ) = j,则

V̇ (t) = xT(t)[AT
i Pi + PiAi + BT

i PiBi]x(t)−
xT(t− τ)BT

j PjBjx(t− τ) + xT(t)Pi ×
Bix(t− τ) + xT(t− τ)BT

i Pix(t). (5)

由引理1知,存在非奇异矩阵Ui使得: Pi = UT
i Ui,代

入式(5),进而由引理2得

V̇ (t) = xT(t)[AT
i Pi + PiAi + BT

i PiBi]x(t)−
x(t− τ)TBT

j PjBjx(t− τ) + xT(t− τ)×
BT

i UT
i Uix(t) + xT(t)UT

i UiBix(t− τ) 6
xT(t)[AT

i Pi + PiAi + BT
i PiBi]x(t)−

xT(t− τ)BT
j PjBjx(t− τ) + xT(t− τ)×

BT
i UT

i UiBix(t− τ) + xT(t)UT
i Uix(t) =

−xT(t)Qix(t) + xT(t− τ)×
[BT

i PiBi −BT
j PjBj]x(t− τ). (6)

由切换律(3)的定义可知

xT(t−τ)BT
i PiBix(t−τ)6xT(t−τ)BT

j PjBjx(t−τ).

因而,对任意非零x(t)有

V̇ (t) 6 −xT(t)Qix(t) < 0. (7)

于是,由Lyapunov函数方法可知系统(1)在条件(2)和
切换律(3)作用下是渐近稳定的. 证毕.
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注注注 2 由定理1的证明可知,判定条件(2)等价于存在
一组对称正定矩阵Pi满足

AT
i Pi + PiAi + BT

i PiBi + Pi < 0, i ∈ N̄ . (8)

由Schur补公式, (8)可化为如下的线性矩阵不等式"
AT

i Pi + PiAi + Pi BT
i Pi

PiBi − Pi

#
< 0, i ∈ N̄ . (9)

从而, 可以应用线性矩阵不等式的求解方法来判定系

统(1)的渐近稳定性,降低计算的复杂度.

由定理1和引理3不难得到下面的推论:

推推推论论论 1 对系统(1), 如果存在一组对称正
定矩阵Pi, Qi以及正常数α > 0满足下面的广义
Lyapunov矩阵方程

AT
i Pi + PiAi + B + (1 + 2α)Pi + Qi = 0, (10)

B =: e2ατBT
i PiBi,

或者线性矩阵不等式[ A eατBT
i Pi

eατPiBi −Pi

]
< 0, (11)

A =: (Ai + αI)TPi + Pi(Ai + αI),

则系统(1)在切换策略(3)作用下是指数稳定的,且收
敛速度为α.

4 基基基于于于矩矩矩阵阵阵测测测度度度的的的稳稳稳定定定性性性研研研究究究(Stability
study by matrix measure)
定定定理理理 2 对系统(1),如果满足下面的判定条件

µa + b < 0, (12)

其中: µa = max
16i6N

µ(Ai), b = max
16i6N

‖Bi‖,那么对于

子系统之间的任意切换,系统(1)是时滞独立渐近稳
定的.

证证证 设t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 · · ·为系统的
切换时刻,且t ∈ [tk, tk+1), σ(s) = li, s ∈ [ti, ti+1).
由文献[20]可得

d+|x(t)|
dt

6 µ(Aσ)|x(t)|+ ‖Bσ‖|x(t− τ)|. (13)

对式(13)两边在[t0, t]上进行积分可得

|x(t)| − |x(t0)| 6
k−1∑
i=0

w ti+1

ti

[µ(Ali)|x(s)|+ ‖Bli‖|x(s− τ)|ds] +
w t

tk

[µ(Alk)|x(s)|+ ‖Blk‖|x(s− τ)|ds] 6
w t

t0
[µa|x(s)|+ b|x(s− τ)|]ds =

w t

t0
µa|x(s)|ds +

w t−τ

t0−τ
b|x(s)|ds 6

w t

t0
[µa|x(s)|+ b|x(s)|] ds +

w t0

t0−τ
b|Φ(s)|ds. (14)

整理可得

|x(t)| −
w t

t0
[µa + b]|x(s)|ds 6 M1, (15)

其中

M1 = |x(t0)|+
w t0

t0−τ
b|Φ(s)|ds.

因此,当µa + b < 0,∀ t > t0有

|x(t)| 6 M1,
w t

t0
|x(s)|ds 6 − M1

µa + b
> 0. (16)

这说明函数
w t

t0
|x(s)|ds 当t → ∞时有一个有限的

极限,而且其导数|x(t)|是一致连续有界的. 由引理4

可知, 对于任意的切换信号σ(t)均有: lim
t→t0

|x(t)| =

0.即系统(1)是时滞独立渐近稳定的.

由定理2和引理3不难得到下面的推论:

推推推论论论 2 对系统(1),如果存在常数α > 0使得下
面的条件成立

µa + α + eατb < 0, (17)

那么对于子系统之间的任意切换,系统(1)是时滞依

赖指数稳定的,且收敛速度为α.

设

γ1 = max
16i,j6N

‖BiAj‖,
γ2 = max

16i,j6N
‖BiBj‖,

ρ = max
16i6N

µ(Ai + Bi).

由于 x(t− τ) = x(t)−
w t

t−τ
ẋ(s)ds,所以

ẋ(t)=(Aσ(t)+Bσ(t))x(t)−Bσ(t)

w t

t−τ
ẋ(s)ds,

类似于式(13),经计算可得
d+|x(t)|

dt
6

ρ|x(t)|+γ1

w t

t−τ
|x(s)|ds+γ2

w t

t−τ
|x(s−τ)|ds. (18)

对式(18)两边同时从t0到t(t > t0)积分有

|x(t)| − |x(t0)| 6
ρ
w t

t0
|x(s)|ds+

w t

t0

w s

s−τ
[γ1|x(u)|+γ2|x(u−τ)|]duds.

(19)

交换积分次序有w t

t0

w s

s−τ
|x(u)|duds 6

w t

t0−τ

w s

s−τ
|x(u)|dsdu =

w t0

t0−τ
τ |Φ(s)|ds +

w t

t0
τ |x(s)|ds, (20)

w t

t0

w s

s−τ
|x(u− τ)|duds 6

w t0

t0−τ
τ |Φ(s− τ)|ds+
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t0−τ
τ |Φ(s)|ds +

w t

t0
τ |x(s)|ds. (21)

将式(20) (21)代入式(19)整理可得

|x(t)| − [ρ + (γ1 + γ2)τ ]
w t

t0
|x(s)|ds 6 M2, (22)

其中

M2
4=
w t0

t0−τ
[(γ1 + γ2)τ |Φ(s)|+ γ2τ |Φ(s− τ)|]ds.

(23)
由引理4不难得到如下的结论:

定定定理理理 3 对于子系统之间的任意切换, 系
统(1)是时滞依赖渐近稳定的, 如果下面的判定条
件成立

ρ < 0, 0 < τ 6 − ρ

γ1 + γ2

. (24)

记µa
4= max

16i6N
µ(Ai), µb

4= max
16i6N

µ(Bi). 则如

下结论成立:

推推推论论论 3 对系统(1), 如果存在常数α > 0使得
下面的判定条件成立




µa + |µb|+ α < 0,

γ1 + γ2 − 2α2 − 2αµa > 0,

0 < τ 6 − µa + |µb|+ α

γ1 + γ2 − 2α2 − 2αµa

,

(25)

则对于任意的切换信号σ(t), 系统(1)是时滞依赖指
数稳定的,且收敛速度为α.

证证证 由引理3和定理3的证明可知,如果

y = max
16i6N

µ(Ai + Bieατ + αI) < 0,

0 < τ 6 − y

eατγ1 + e2ατγ2

, (26)

则系统(1)是指数稳定的且具有收敛速度α.
由矩阵测度的性质µ(A + B) 6 µ(A) + µ(B)可

知

y = max
16i6N

µ(Ai + Bieατ + αI) 6

max
16i6N

{µ(Ai) + µ(Bi)eατ + α} =

µa + µbeατ + α, (27)

进而有

0 < τ 6 −µa + µbeατ + α

eατγ1 + e2ατγ2

⇒

0 < τ 6 − y

eατγ1 + e2ατγ2

. (28)

由于

−e−2ατ (µa + α) + e−ατµb

γ1 + γ2

=

−µa + µbeατ + α

e2ατ (γ1 + γ2)
6

− µa + µbeατ + α

eατγ1 + e2ατγ2

, (29)

以及不等式

e−z > 1− z, ∀ z > 0,⇒
e−2ατ > 1− 2ατ, 0 < e−ατ < 1, (30)

于是有

−e−2ατ (µa + α) + e−ατµb

γ1 + γ2

>

−(1− 2ατ)(µa + α)− |µb|
γ1 + γ2

. (31)

解不等式

0 < τ 6 −(1− 2ατ)(µa + α)− |µb|
γ1 + γ2

, (32)

可得

0 < τ 6 − µa + |µb|+ α

γ1 + γ2 − 2α2 − 2αµa

. (33)

由上述分析可知, 式(25)成立意味着式(26)成立. 因
而,当存在常数α > 0满足判定条件(25)时系统(1)对
于子系统之间的任意切换都是指数稳定的, 且具有
收敛速度α.
证毕.

5 算算算例例例(Example)
5.1 例例例1(Example 1)
考虑系统(1),并且τ = 0.2, σ(t) = 1, 2,即系统

在两个子系统之间进行切换,其中:

A1 =
[−6−0.2

0−4

]
, A2 =

[−5 0
0.3−3

]
,

B1 =
[
0.2−0.2
0 −0.25

]
, B2 =

[
0 0.15

−0.3 0.1

]
,

取α = 1.4,经计算可得



µa + |µb|+ α = −1.3676 < 0,

γ1 + γ2 − 2α2 − 2αµa = 1.4772 > 0,

τ = 0.2 6 − µa + |µb|+ α

γ1 + γ2 − 2α2 − 2αµa

= 0.2134,

满足判定条件式(25). 因而由推论3可知对于子系统
之间的任意切换,给定切换系统是时滞依赖指数稳
定的,且收敛速度为α = 1.4.

5.2 例例例2(Example 2)[14]

其中系统参数为:

τ = 0.5, σ(t) = 1, 2,
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A1 =
[−5−0.5

0 1

]
, A2 =

[
0.5 0
−1−5.5

]
,

B1 =
[−0.5 0

0 −1

]
, B2 =

[−0.2 0
0 −1

]
,

取α = 0.85,解线性矩阵不等式(11)可得

P1 =
[
0.3229 0.1076
0.1076 0.0611

]
> 0,

P2 =
[

0.4743 −0.1494
−0.1494 0.1342

]
> 0.

由推论1可知给定切换时滞系统是指数稳定的. 但是
依据文献[14]的判定方法仅能证明系统是渐近稳定
的.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文考虑了一类切换线性时滞系统的稳定性判

定问题,基于Lyapunov函数方法和矩阵测度的概念,
分别给出了切换系统时滞独立以及时滞依赖的渐近

稳定性和指数稳定性判定条件.并给出了相应的镇
定切换律的设计,与以往的文献相比,本文的判定条
件简单易实现,最后,通过数值算例验证了所提算法
的正确有效性.
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