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摘要:本文针对包含驱动器模型的移动机器人,考虑到其在粗糙表面上运动过程中所受的摩擦力以及不可建模
的动态的影响,使用反步设计法(Backstepping)给出了一种自适应跟踪控制策略.其中对于不可建模的动态,本文使
用一种非线性函数对其影响进行抵消，使得机器人的路径跟踪对不确定具有鲁棒性;对于摩擦力项,使用径向基
神经网络(RBFNN)对其进行逼近,在控制器中能够根据逼近值给予相应的摩擦力补偿量,从而使移动机器人比较适
合在粗糙度大的路面(如沙地)上进行路径跟踪. 仿真结果验证了该控制方法的有效性.
关键词: 移动机器人;自适应控制;反步设计;路径跟踪;径向基神经网络
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Adaptive tracking control of non-holonomic wheeled mobile robot
including actuator dynamics
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Abstract: An adaptive controller for trajectory tracking of a wheeled mobile robot(WMR) including actuator dynamics
is proposed. We use a nonlinear function to eliminate the influence of the disturbance on the tracking, which guarantees
the robustness of the tracking performance. The radial basis function neural network(RBF NN) is used to compensate the
influence of the surface friction on the tracking, which guarantees the WMR to track on a rough surface. The simulation
results show the effectiveness of the proposed controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
移动机器人是具有不确定性的多输入多输出非

线性系统.由于移动机器人运动方程的非完整性约
束, 通常情况下要对其进行跟踪控制器的设计是比
较困难的.
在早期的研究中,大多数研究者将目光主要集中

于移动机器人的运动约束[1,2]. 在这些工作中他们假
设“速度完全匹配”. Doh-Hyun Kim等给出了一种
输入输出反馈线性化的方法[2]. 比起输入输出线性
化, Y. Kanayama等人提到的控制器更具有优越性[1].
他们对于移动机器人运动学模型作者给出了一个非

线性控制器. 由于该非线性控制器无近似化处理,它
被随后的大多数研究者所采用[3∼8]. 其中,有一部分
研究者(如 F. pourboghrat等人[5])对其进行了改进.
随着对移动机器人研究的深入, 越来越多的研

究者开始关注其动态特性. 在这个时期内, 研究者

们提出的控制方法主要包括自适应控制[5,6] 和智能

控制, 而智能控制主要分为模糊控制[3,4] 和神经网

络控制[7,8]或者二者的结合.对于移动机器人的运动
学模型,几乎所有的研究者都使用 Y. Kanayama等人
在给出的控制器(因为移动机器人系统的动力学模
型比较复杂, 有的研究者并没有把系统的运动学模
型与动力学模型分开考虑,而是将整个系统视为黑
匣子, 直接用PID算法或者智能控制算法进行轨迹
跟踪。如吴忻生等人采用经过遗传算法优化的模糊

控制器进行移动机器人的轨迹跟踪[9]),而各种控制
方法的不同之处主要在于其动力学模型所用的控制

器. 比起智能控制方法, 自适应控制都是基于模型
的, 他们假定移动机器人的某些参数未知, 而后根
据Lyapunov方法设计参数调节规律估计参数从而设
计出自适应控制器. 由于动力学模型的复杂性以及
其不确定性, 智能控制方法一般不会基于模型或者
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是不会完全基于模型, 而模糊控制和神经网络控制
一般可以被认为是等效的, 它们都是对一不确定模
型的整体重构. 另外,为了设计出能够在实际中实施
的控制器, T. Das等人[3]研究了包含驱动器模型的移

动机器人. 本文将以这种机器人模型为研究对象.
在实际的移动机器人的应用中,运行的路面一般

都是粗糙不平的, 比方说消防机器人在火灾现场探
路等. 本文在这样的应用背景下,基于反步设计法给
出了一种自适应跟踪控制策略.该控制策略考虑了
移动机器人在粗糙的表面上运动的过程中所受到的

摩擦力以及扰动的影响.其中对于扰动,笔者使用一
种非线性函数对其影响进行抵消, 使得机器人的路
径跟踪对该不确定具有鲁棒性;对于摩擦力项,我们
使用RBF神经网络对其进行逼近, 控制器能够根据
逼近值给予相应的摩擦力补偿量. 最后通过仿真验
证了该控制方法的有效性.
本文的主要创新之处在于: 1) 将自适应控制与

移动机器人的包含驱动器的模型结合了起来; 2)着
重考虑了摩擦力对系统的影响,而这一点在以往的
设计中往往被忽略.

2 模模模型型型(Modeling)
考虑一辆在水平面运动的四轮移动机器人. 如

图1所示,它包含两个同轴运动的刚性驱动轮以及前
后两个辅助轮.两个驱动轮分别由两个驱动器(直流
电机)驱动,而其线速度和角速度是由两个驱动轮速
度的和与差提供的. 两个驱动轮有相同的半径r,它
们之间的距离为2d, 移动机器人的几何中心点C位

于两个驱动轮轴的中点上.

图 1 移动机器人的平面几何模型

Fig. 1 Geometric model of a wheeled mobile robot

它有3个自由度,可用下面位姿向量来表示:

q = [x y θ]T. (1)

式中: (x y)是机器人的中心点C在笛卡尔坐标系中

的坐标, θ表示机器人的前进方向,其值域为[−π π].
基于图1,可得其数学模型为[3]

{
q̇ = H(q)ν,

M̄(q)ν̇ + F̄ (q̇) + τ̄d =−a1B̄Xν + a2B̄u.
(2)

其中:

H(q) =




cos θ 0
sin θ 0

0 1


 , M̄(q) =

[
m 0
0 I

]
,

B̄(q) =
1
r

[
1 1
d −d

]
,

F̄ (q̇) ∈ Rn×1为表面摩擦力项; τ̄d ∈ Rn×1为扰动

项; m和I分别表示移动机器人的质量和转动惯量;
ν = [υ ω]T. υ 和 ω分别表示中心点C的线速度

和角速度; u = [ur ul]T是左右电机的输入电压矩

阵; X = 1
r

[
1 d

1 − d

]
为其速度与左右驱动轮速度

的关系矩阵; a1 = N 2KT Kb

Ra
和 a2 = NKT

Ra
为未知

参数; N为电机齿轮与机器人驱动轮上的齿轮的齿

数比; KT为未知的电机转矩常数; Ra为未知电阻;
Kb是未知的反电动势系数.

3 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
跟踪问题可以描述为: 给定参考轨迹qr(t) =

[xr(t) yr(t) θr(t)]T及其相应的参考速度νr(t) =
[υr ωr]T,对系统(2)设计其控制器u使得

lim
t→∞

[q(t)− qr(t)] = 0,

lim
t→∞

[ν(t)− νr(t)] = 0.
(3)

在控制器的设计过程中, ν, νr及其导数ν̇, ν̇r均为

可测信号. 并且, 在实际系统中, ν, νr以及ν̇, ν̇r均有

界. 同时, 为了不引起移动机器人的抖动, 在控制
器设计过程中, 对移动机器人的速度以及加速度做
了限制.在此, 不妨设|υ| 6 υmax, |ω| 6 ωmax, |υ̇| 6
υ̇max, |ω̇| 6 ω̇max.
设计控制器前,先做下面4个假设:
假假假设设设 1 移动机器人始终在水平面运动,因此重

力项为零,即G(q) = 0;
假假假设设设 2 扰动有界,即‖τ̄d‖ < dB;
假假假设设设 3 移动机器人的线速度υ和角速度ω不同

时为零;
假假假设设设 4 摩擦力项F̄ (q̇)为连续函数.

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
考虑到系统(2)的结构, 用反步设计法来设计跟

踪控制器. 首先,在移动机器人自身的坐标系内定义
其位姿跟踪误差[1]:

e=T (qr − q)=




cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1







xr − x

yr − y

θr − θ


 . (4)

对其求导有



ė1 = e2ω − υ + υr cos e3,

ė2 = −e1ω + υr sin e3,

ė3 = ωr − ω.

(5)
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笔者的目的是设计控制器u = [u1 u2]T,使得跟
踪误差e趋向于零,但是控制量u并没有在式(5)中出
现. 因此用反步设计法,令νc = [υc ωc]T为式(5)的
虚拟控制量, 其与系统的实际速度之间的误差
z = [z1 z2]T定义为

z =
[
z1

z2

]
= νc − ν =

[
υc − υ

ωc − ω

]
. (6)

针对该问题,文献[5]给出了一个虚拟控制器νc:

νc =
[
υc

ωc

]
=

[
υr cos e3 + k1(υr, ωr)e1

ωr + k2υre2 + k3(υr, ωr) sin e3

]
. (7)

式中: k2 = b > 0是一个控制器设计参数, k1 =
k3 = 2ξ

√
ω2

r + bυ2
r , ξ为系统(5)使用控制器(7)在平

衡点线性化后得到的线性系统的阻尼.该控制器与
文献[1]中提到的非常相似,但是比起后者,它具有以
下优点: 只要假设3成立,那么该控制器可以用来跟
踪任何参考轨迹[5].
将虚拟控制量νc代入式(5),并注意到式(6),可得



ė1 = e2ω − k1(υr, ωr)e1 + z1,

ė2 = −e1ω + υr sin e3,

ė3 = −k2υre2 − k3(υr, ωr) sin e3 + z2.

(8)

考虑以下候选Lyapunov函数:

V1 =
1
2
e2
1 +

1
2
e2
2 +

1
k2

(1− cos e3). (9)

易证V1是正定函数. 根据式(8), V1的导数为

V̇1 =−k1e
2
1−

k3

k2

sin2 e3+z1e1+
1
k2

z2 sin e3. (10)

到此为止已经完成了反步设计法的第1步,下面
将进行第2步.
对式(6)求导, 并注意到系统(2)的第2式, 可

以得到虚拟控制量νc与实际速度ν的误差z =
[z1 z2]T的导数为

M̄ ż =

−a1B̄Xz+F̄ (q̇)+τ̄d+M̄ν̇c+a1B̄Xνc−a2B̄u =

−a1B̄Xz+F̄ (q̇)+τ̄d+
[
a3υ̇c

a4ω̇c

]
+a1B̄Xνc−a2B̄u.

(11)

式中: a3 = m,a4 = I是未知的移动机器人参数.
为了跟踪给定的参考轨迹和速度, 在原点镇定

系统(11). 根据反馈线性化, 一个比较理想的控制
器u∗为

u∗ = α1B̄
−1Az + α1Xνc + B̄−1

[
α3υ̇c

α4ω̇c

]
+

α2B̄
−1

{[
e1

1
k2

sin e3

]
+F̄ (q̇)+τ̄d

}
. (12)

式中: α1 =
a1

a2

= NKb, α2 =
1
a2

=
Ra

NKT

,

α3 =
a3

a2

=
Ram

NKT

, α4 =
a4

a2

=
RaI

NKT

; A用来配

置闭环线性系统的极点, 使得其闭环特征多项式

为|sE + M̄−1(A + a1B̄X)|;
[
e1

1
k2

sin e3

]T

用来

消除反步设计法第1步中相应的项. 如果该控制器
中所有的参数以及信号都已知, 那么笔者的设计
就到此为止.然而, α1, α2, α3和α4均为未知参数,只
知道其符号为正而并不知道其具体值;并且摩擦力
项F̄ (q̇)和扰动项τ̄d均未知.
在本文中, 对于未知参数α1, α2, α3和α4, 采用

自适应方法用其估计值代替真值. 对于扰动项τ̄d,
用tanh函数来抵消其影响[3].
至于摩擦力项F̄ (q̇), 由于它是q̇的函数, 而q̇又

由θ和ν决定, 由此可知F̄ (q̇)是θ, ω和ν的函数. 由
于θ, ω和ν均有界, 由假设4得知摩擦力项F̄ (q̇)连续,
因此可以采用RBF神经网络来逼近它[8]. 注意到
在u∗中, α2也是未知参数, 因此实际上用神经网络
逼近α2F̄ (q̇)更方便. 又因为F̄ (q̇)是二维向量函数,
令α2F̄ (q̇) = [f1(xnn) f2(xnn)]T,因此

α2F̄ (q̇) =
[
f1(xnn)
f2(xnn)

]
=

[
W ∗

1
TS(xnn) + ε1

W ∗
2

TS(xnn) + ε2

]
.

(13)
其中: xnn = [υ ω θ]T为RBF神经网络的输入,两
个神经网络的输入相同; ε1, ε2为逼神经网络近误差;
W ∗

1 ,W ∗
2为神经网络的权重, 它们均是三维未知向

量,用其估计值代替其真值,即{
f̂1(xnn) =ŴT

1 S(xnn),

f̂2(xnn) =ŴT
2 S(xnn).

(14)

同时,为了简单起见,不失一般性地令A = 0. 因
此,可以得到以下的控制器:

u =

α̂1Xνc + B̄−1

[
α̂3υ̇c

α̂4ω̇c

]
+ B̄−1

[
ŴT

1 S(xnn)
ŴT

2 S(xnn)

]
+

α̂2B̄
−1








e1

1
k2

sin e3


 + Kv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]

 .

(15)

其中: Kv = diag{kv}并且kv > 0; tanh x是非线性

函数,它可以描述为

tanh x =
ex − e−x

ex + e−x
. (16)

∆ = diag{δ}且δ > 0; ψ = [ψ1 ψ2]T是关于z的一个

高阶滤波器,它可以描述为

ψ̇ = −βKψ + Kz. (17)

式中: β为正常数, K = diag{k}且k > 0.
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通过控制器(15),式(11)可以重新写为

M̄ ż = −a1B̄Xz + τ̄d +

a2

[
(W ∗

1 − Ŵ1)TS(xnn) + ε1

(W ∗
2 − Ŵ2)TS(xnn) + ε2

]
+

a2(α1 − α̂1)B̄Xνc +
[
a2(α3 − α̂3)υ̇c

a2(α4 − α̂4)ω̇c

]
−

a2α̂2

{[
e1

1
k2

sin e3

]
+Kv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]}
.

(18)

考虑候选Lyapunov函数

V =

V1+
1
2
zTM̄z+

a2α̃1
2

2r1

+
a2α̃2

2

2r2

+
a2α̃3

2

2r3

+
a2α̃4

2

2r4

+

[√
ln cosh(δψ1)√
ln cosh(δψ2)

]T

KvK
−1∆−1

[√
ln cosh(δψ1)√
ln cosh(δψ2)

]
+

a2

2
W̃T

1 Γ−1
1 W̃1 +

a2

2
W̃T

2 Γ−1
2 W̃2. (19)

其中: r1, r2, r3, r4为正的参数自适应增益; α̃i =
α̂i − αi, i = 1, · · · , 4为其相对应的估计偏差;
Γ1, Γ2为正定的权重自适应增益矩阵; W̃1 = Ŵ1 −
W ∗

1 , W̃2 = Ŵ2 −W ∗
2为权重的估计偏差.

容易验证V是正定的,注意到式(18),可以得到V

的导数为

V̇ =

−k1e
2
1−

k3

k2

sin2 e3−a1z
TB̄Xz−

a2α̃1(zTB̄Xνc− 1
r1

˙̃α1)−a2α̃2

{
zT

[
e1

1
k2

sin e3

]
+

zTKv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]
− 1

r2

˙̃α2

}
−a2α̃3(z1υ̇c− 1

r3

˙̃α3)−

a2α̃4(z2ω̇c− 1
r4

˙̃α4)+ zTτ̄d + a2z1ε1+a2z2ε2−

βψTKv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]
−a2W̃

T
1 [z1S(xnn)−

Γ−1
1

˙̃W1]− a2W̃
T
2 [z2S(xnn)−Γ−1

2
˙̃W2]. (20)

考虑自适应控制器(15)的参数调节规律:



˙̃α1 = ˙̂α1 = r1z
TB̄Xνc,

˙̃α2 = ˙̂α2 =

r2z
T

[
e1

1
k2

sin e3

]
+r2z

TKv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]
,

˙̃α3 = ˙̂α3 = r3z1υ̇c,

˙̃α4 = ˙̂α4 = r4z2ω̇c,

˙̃W1 = ˙̂
W1 = z1Γ1S(xnn),

˙̃W2 = ˙̂
W2 = z2Γ2S(xnn).

(21)

并注意到假设2,式(20)可转变为

V̇ = −V2 + a2z1ε1 + a2z2ε2 + zTτ̄d 6
−V2 + a2z1ε1 + a2z2ε2 + ‖z‖dB. (22)

其中

V2 = k1e
2
1 +

k3

k2

sin2 e3 + a1z
TB̄Xz +

βψTKv

[
tanh(δψ1)
tanh(δψ2)

]
. (23)

在式(23)中,由于B̄X = 2
r2

[
1 0
0 d2

]
是正定矩阵,

x tanh(x)是正定函数,因此V2是正定的. 基于此,可
以证明:如果满足条件V2 > a2z1ε1+a2z2ε2+‖z‖dB ,
那么V̇就是半负定的. 根据Lyapunov定理,该系统便
是局部稳定的. 至此,已经得到了一个局部稳定的控
制器,通过增加kv的值可以增大稳定收敛域的大小.
到此为止, 已经完成了自适应跟踪控制器的设

计.控制框图如图2所示.

图 2 移动机器人的自适应控制框图

Fig. 2 Block diagram of adaptive tracking control of mobile robot



第 6期 岳李勇等: 含有驱动器模型的移动机器人自适应跟踪控制 1005

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation results)
为了说明本文所提控制方法的有效性,笔者进

行了仿真研究.其中参考轨迹和参考速度分别为



xr(t) = cos(t/5),
yr(t) = 0.6 sin(t/5),
θr = tan−1(ẏr/ẋr),





υr(t) =
√

ẋ2
r + ẏ2

r ,

ωr(t) = ÿrẋr − ẍrẏr

ẋ2
r + ẏ2

r

.

RBF神经网络的隐层节点选为lnn = 125,
高斯函数中心点均匀分布在[−υmax, υmax] ×
[−ωmax, ωmax] × [−π, π]中, υmax和ωmax分别选

为0.8m/s和0.5 rad/s, 高斯函数宽度为η = 1; 参
数调节规律中的设计参数选择为r1 = 8, r2 =
10, r3 = 20, r4 = 15, Γ1 = 1000 eye(125), Γ2 =
500 eye(125);辅助控制器的参数选为b = 80;与函
数tanh相关的参数选为kv = 0.1, δ = 0.01, k =
0.02, β = 0.02; 移动机器人的结构参数假设
为r = 0.05m, d = 0.16m. 为了仿真的需要, 假
设机器人和电机的相关参数为m = 2 kg, I =
5 kg ·m2,KT = 5,Kb = 2, N = 5, Ra = 20 Ω. 参
考轨迹的初始值选为qr(0) = [1 0 π/2],参考初始
速度可由上述公式求出; 移动机器人的初始状态
选为q(0) = [0.7 0 0], 初始速度为0. 正如前文所
述, 摩擦力项与移动机器人的速度和渐进方向有
关,因此,在仿真中假设扰动项和摩擦力项分别为{

τ̄d1(t)=sin(t) + 0.1,

τ̄d2(t)=sin(t/5),
{

F̄1(q̇)=60m(v2 + 2w2)|θ|,
F̄2(q̇)=60m(2v2 + w2)|θ|.

图3给出了仿真结果. 其中图3(a)为跟踪的效
果, 可以看到除了在初始阶段跟踪有些偏差外,
以后几乎实现了完美的跟踪. 图3(b)为对左右轮
电机所输入的电压, 在仿真中电压的最大值被设
为120 V. 图3(c)和(d)分别为机器人对参考速度的
跟踪.

(a)跟踪特性

(b)两个电机的输入电压

(c)线速度的跟踪

(d)角速度的跟踪

图 3 移动机器人跟踪椭圆轨迹

Fig. 3 The tracking performance of the WMR

为了说明RBF神经网络在控制器中的作用,我
们分别使用不同的控制器在不同的摩擦力下进行

了仿真. 其中,图4(a)为在相同的摩擦力项下,控制
策略不包含RBF神经网络时的效果. 从图中可以
看出当摩擦力比较小时, 该控制策略也能跟踪椭
圆轨迹, 只是精度没有控制器中包含RBF神经网
络项时高. 图4(b)和(c)给出了在摩擦力项的函数
值增加一倍时的轨迹跟踪,可以看出,包括RBF神
经网络项的控制策略在最初的比较大的振荡之

后, 还是能够完成轨迹跟踪的; 而相应的不包
含RBF神经网络的控制策略由于未考虑到比较
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大的摩擦力,显然已经不能够跟踪了. 由此可以看
出在摩擦力比较大时, 用RBF神经网络进行逼近
的必要性.

(a)没有RBF神经网络时的跟踪特性

(b)在粗糙表面包含RBF神经网络时的跟踪特性

(c)在粗糙表面没有RBF神经网络时的跟踪特性

图 4 在不同摩擦力下不同控制策略的对比

Fig. 4 The tracking performance of the WMR

6 结结结论论论(Conclusions)
本文给出了移动机器人的一个自适应跟踪控

制器, 通过RBF神经网络对未知的摩擦力项进行
了逼近,并用tanh函数来抵消系统中扰动的影响.
仿真结果证明了该控制方法的有效性.
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