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摘要:研究了线性时滞中立型微分系统的渐近稳定性,基于系统的特征方程,利用恰当的模矩阵、谱半径和矩阵
乘法公式导出了新的时滞无关的稳定性准则,例子表明所给准则的有效性和较低的保守性.
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A note on the algebraic stability criterion for linear neutral systems
with time-delay
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Abstract: The asymptotic stability of linear neutral systems with time-delay is considered. Based on the characteristic
equation of the corresponding system, new delay-independent stability criteria are obtained in terms of the modulus matrix,
the spectral radius and formula of matrix multiplication. Numerical examples show the validity and lower conservativeness
of our results.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于在自动控制、化工和电子等系统中均存

在时滞现象, 因此具有时滞的动力系统研究日益
引起人们的重视. 在线性中立型时滞系统的稳定
性研究方面, 采用的方法主要是频域分析方法或
者Lyapunov泛函方法[1], 探讨时滞相关稳定性和时
滞无关稳定性. 关于时滞相关稳定性可参见文[2]及
其引文,本文则致力于时滞无关稳定性研究.
频域分析方法适用于常时滞线性系统稳定性研

究. 基于线性系统的特征方程, 文[3∼5]导出了线性
中立型时滞系统的稳定性准则,但这些准则均要求
系统矩阵具有负的矩阵测度. J.H.Park和S.Won[6]利

用适当的模矩阵的谱半径提出了一个渐近稳定的

充分性准则,该准则仅要求系统矩阵为Hurwitz矩阵.
根据系数矩阵的结构特征,文[7, 8]利用适当的模矩
阵的谱半径导出了渐近稳定的新的充分性准则,在
很大程度上改善并降低了保守性，其中文[7]的结
果合更为细致.文[9]则进一步改进了文[7,8]的结果.
本文在文[7∼9]的基础上, 利用矩阵乘法公式, 获得

了中立型线性系统渐近稳定的进一步结果.与已有
的准则相比,本文准则不仅具有较低的保守性,而且
在很大程度上扩大了准则的适用范围,扩大了稳定
参数域.

2 系系系统统统描描描述述述和和和准准准备备备(System description and
preliminary)
考虑线性中立型时滞微分系统:{

ẋ(t)=Ax(t)+Bx(t−τ)+Cẋ(t−τ),

x0(θ) = φ(θ), − τ 6 θ 6 0,
(1)

式中: x ∈ Rn是系统在时刻t的状态矢量, A,B, C ∈
Rn×n是给定的常数矩阵, φ(θ) ∈ Rn是给定的连续

矢量初值函数, τ > 0是系统滞后时间,假定系统矩
阵A是Hurwitz矩阵.
系统(1)的特征方程为

h(s)≡det[sI−A−(B+sC)exp(−sτ)]=0, (2)

式中h(s)是系统(1)的特征函数.
为了叙述方便,对于系统(1),记
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W = CA + B, R = AC + B. (3)

现对文中使用的记号说明如下: 对于n阶方阵A,
用λi(i = 1, 2, · · · , n)表示A的第i个特征值; ρ(A) =
max
16i6n

|λi(A)|表示矩阵A的谱半径. |A| = [|aij|]是A

的模矩阵; A 6 B表示矩阵A和B的元素满足不

等式aij 6 bij . 对于矩阵A, λmax(A)和λmin(A)分
别表示A的最大和最小特征值; A∗表示矩阵A的

共轭转置矩阵. ‖A‖(≡
√

λmax(A∗A))和µ(A)(≡
1
2
λmax(A + A∗))分别表示矩阵A的谱模和矩阵测

度, I表示适当维数的单位矩阵, Re(s)表示复数s的

实部.
为完成本文结论的证明,需要如下引理.

引引引理理理 1 [13] 对n阶方阵R, T和V ,如果|R| < V ,
则

i) |RT | 6 |R||T | 6 V |T |;
ii) |R + T | 6 |R|+ |T | 6 V + |T |;
iii) ρ(R) 6 ρ(|R|) 6 ρ(V );
iv) ρ(RT ) 6 ρ(|R||T |) 6 ρ(V |T |);
v) ρ(R + T ) 6 ρ(|R|+ |T |) 6 ρ(V + |T |).

引引引理理理 2 [7,9] 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的,
如果A是Hurwitz矩阵, ρ(C) < 1,且

sup ρ[F (s)(I − ξ(s)C)−1Wξ(s)] < 1,∀ Re(s) > 0,

其中: F (s) = (sI − A)−1, ξ(s) = exp(−sτ), 矩
阵W由式(3)定义.

引引引理理理 3 [7,9] 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的,
如果A是Hurwitz矩阵, ρ(C) < 1,且

sup ρ[F (s)R(I − ξ(s)C)−1ξ(s)] < 1,∀ Re(s) > 0,

其中: F (s) = (sI − A)−1, ξ(s) = exp(−sτ), 矩
阵R由式(3)定义.

引引引理理理 4 [13] 对n阶方阵U ,如果ρ(U) < 1,则(I−
U)−1存在,且

(I − U)−1 = I + U + U2 + · · · , (4)

引引引理理理 5 对n阶方阵U , 如果ρ(U) < 1, 则对任
意正整数k有

(I − U)−1 =
k∑

j=0

U j + Uk+1(I − U)−1 =

k∑
j=0

U j + (I − U)−1Uk+1, (5)

证证证 重复利用公式

(I − U)−1 = I + U(I − U)−1 = I + (I − U)−1U,

即可得证.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
由矩阵F (s) = (sI − A)−1元的最大模构成的矩

阵定义为

Fm = [ max
Re(s)>0

|fij(s)|]. (6)

由于系统矩阵A是Hurwitz矩阵, 根据最大模定
理, Fm存在,且在虚轴上达到. 引进记号:

Hw(m, k) ≡
(k+1)m−1∑

l=0

|C lW |+ |(I − |Cm|)−1| ·

(
m−1∑
j=0

|Cj+(k+1)mW |), (7)

Hr(m, k) ≡
(k+1)m−1∑

l=0

|RC l|+ (
m−1∑
j=0

|RCj+(k+1)m|) ·

|(I − |Cm|)−1|. (8)

定定定理理理 1 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的, 如
果:

i) A是Hurwitz矩阵;
ii) 存在整数m > 1,使得ρ(|Cm|) < 1;
iii) 存在整数k > 0使得ρ[FmHw(m, k)] < 1,其

中矩阵Hw(m, k)由式(7)定义.

证证证 根据条件ρ(|Cm|) < 1和引理1之iii), 有
ρ(Cm) 6 ρ(|Cm|) < 1. 注意到ρm(C) = ρ(Cm),
所以有ρ(C) < 1. 对于任意

Re(s) > 0, |ξ(s)| = |exp(−sτ)| 6 1,

|ξm(s)| = |ξ(s)|m 6 1,

所以

ρ(ξ(s)C)6ρ(C)<1, ρ(ξm(s)Cm) 6 ρ(Cm)<1.

因此由引理4知(I − ξ(s)C)−1, (I − ξm(s)Cm)−1存

在,其次从乘法公式

I − ξm(s)Cm = (I − ξ(s)C)(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj) =

(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)(I − ξ(s)C),

得知

(I − ξ(s)C)−1 = (I − ξm(s)Cm)−1(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj).

应用引理2, 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的,
如果对任意

Re(s) > 0, supρ[F (s)(I − ξ(s)C)−1Wξ(s)] < 1,

亦即
sup ρ[F (s)(I−ξm(s)Cm)−1 ·
(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)] < 1,

再根据引理1,
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supρ[F (s)(I−ξm(s)Cm)−1 ·
(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)] 6

supρ[|F (s)||(I − ξm(s)Cm)−1 ·
(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)|].

从引理1、引理4和引理5可知:对任意Re(s)>0有

|(I − ξm(s)Cm)−1(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)| =

|(
k∑

l=0

ξlm(s)C lm + (I − ξm(s)Cm)−1 ·

ξ(k+1)m(s)C(k+1)m)(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)W | =

|
(k+1)m−1∑

l=0

ξl(s)C lW + (I − ξm(s)Cm)−1 ·

(
m−1∑
j=0

ξj+(k+1)m(s)Cj+(k+1)m)W | 6
(k+1)m−1∑

l=0

|C lW |+ |(I − ξm(s)Cm)−1 ·

(
m−1∑
j=0

ξj+(k+1)m(s)Cj+(k+1)m)W | 6
(k+1)m−1∑

l=0

|C lW |+ |(I − ξm(s)Cm)−1| ·

(
m−1∑
j=0

|Cj+(k+1)mW |) 6

(k+1)m−1∑
l=0

|C lW |+ |(I − |Cm|)−1| ·

(
m−1∑
j=0

|Cj+(k+1)mW |),

因此,

sup ρ[F (s)(I−ξm(s)Cm)−1(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)]6

sup ρ[|F (s)|Hw(m, k)] 6 ρ[FmHw(m, k)].

这样，对于任意Re(s) > 0有

sup ρ[F (s)(I−ξ(s)C)−1Wξ(s)]6ρ[FmHw(m, k)],

所以当ρ[FmHw(m, k)] < 1时，引理2的条件得到
满足,系统(1)是渐近稳定的. 证毕.

注注注 1 本文用更一般的条件ρ(|Cm|) < 1取代现有

的稳定性准则条件‖C‖ < 1, 或ρ(|C|) < 1或ρ(|C2|) < 1,
从而很大程度上降低了保守性, 扩大了适用范围. 例

如, 对矩阵C =

"
−0.5 −0.5

1.2 1.2

#
. 有ρ(C) = 0.7 < 1,

‖C‖ = 1.8385 > 1, ρ(|C|) = 1.7 > 1, ρ(|C2|) = 1.19 >

1, ρ(|C3|) = 0.833 < 1.

注注注 2 对任意整数k > 0, 有Hw(m, k + 1) 6
Hw(m, k). 这是因为

Hw(m, k + 1)−Hw(m, k) =

(k+2)m−1P
l=(k+1)m

|ClW |+ (I − |Cm|)−1 ·

m−1P
j=0

(|CmCj+(k+1)mW | − |Cj+(k+1)mW |) 6

m−1P
l=0

|Cl+(k+1)mW |+ (I − |Cm|)−1(|Cm| − I) ·
m−1P
j=0

|Cj+(k+1)mW | = 0.

注注注 3 文 [9]在条件 ρ(|C2|) < 1下建立的准则要求

ρ[FmH(k)] < 1. 式中

H(k) ≡
2k+1P
j=0

|CjW |+ (I − |C2|)−1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |).

令m = 4,当ρ(|C2|) < 1时,必有ρ(|C4|) < 1,且

Hw(m, k)−H(k) =

4k+3P
j=2k+2

|CjW |+ (I − |C4|)−1(
3P

j=0
|Cj+4(k+1)W |)−

(I − |C2|)−1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |) 6
(I + |C2|+ · · ·+ |C2|k)(|C2k+2W |+ |C2k+3W |) +

(I − |C4|)−1(
3P

j=0
|Cj+4(k+1)W |) +

(I − |C2|)−1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |) 6
(I − |C4|)−1(I + |C2|)(|C4k+4W |+ |C4k+5W |)−
(I − |C2|)−1|C2|k+1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |) 6
(I − |C2|)−1|C2|k+1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |)−
(I − |C2|)−1|C2|k+1(|C2k+2W |+ |C2k+3W |) = 0.

因此，当ρ(|C2|) < 1时，本文的定理较文[9]具有更低的
保守性.

根据引理3,与定理1证明类似,可得到
定定定理理理 2 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的, 如

果:
i) A是Hurwitz矩阵;
ii) 存在整数m > 1,使得ρ(|Cm|) < 1;
iii) 存在整数k > 0使得ρ[FmHr(m, k)] < 1. 其

中矩阵Hr(m, k)由式(8)定义.

注意到

|F (s)(I − ξm(s)Cm)−1(
m−1∑
j=0

ξj(s)Cj)Wξ(s)| 6

|Fm|(I − |Cm|)−1(
m−1∑
j=0

|CjW |).

同定理1的证明可得

推推推论论论 1 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的, 如
果:
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i) A是Hurwitz矩阵;
ii) 存在整数m > 1,使得ρ(|Cm|) < 1;

iii) ρ[|Fm|(I − |Cm|)−1(
m−1∑
j=0

|CjW |)] < 1.

同样地,有

推推推论论论 2 中立型时滞系统(1)是渐近稳定的, 如
果

i) A是Hurwitz矩阵;
ii) 存在整数m > 1,使得ρ(|Cm|) < 1;

iii) ρ[|Fm|(
m−1∑
j=0

|RCj|)(I − |Cm|)−1] < 1.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical examples)
a) 考虑中立型系统(1),其系数矩阵为

A =
[−3 −2

1 0

]
, B = α

[
0.2 0.1
0.15 0.08

]
,

C =
[
0.5 −0.6
0.4 −0.65

]
,

其中α是不确定参数.
易知‖C‖ = 1.0892 > 1且ρ(|C|) = 1.0706 > 1,

矩阵A是Hurwitz稳定的,并且

ρ(C) = 0.3760 < 1, ρ(|C2|) = 0.2096 < 1,

文[9]确定的参数α稳定域为: k = 0时, 9.4765 6
α 6 12.6124, k = 1时, 9.2017 6 α 6 12.7982.
利用本文定理1, 令m = 4可得参数α的稳定域
为: k = 0时, 8.0613 6 α 6 13.4178, k = 1时,
8.0606 6 α 6 13.4181. 所得结论已经有所改善.

b) 其次,考虑中立型系统(1),其系数矩阵为

A =
[−3 −2

1 0

]
, B = α

[−0.193 −0.137
0.353 0.18

]
,

C =
[−0.7 −0.15

0.9 −0.83

]
.

其中α是不确定参数.
由于µ(A) = 0.0081 > 0,文[3 ∼ 5]的稳定性准

则不适用. 另一方面, ‖C‖ = 1.3084 > 1且

ρ(|C|) = 1.1381 > 1, ρ(|C2|) = 1.0253 > 1,

文[6∼9]给出的稳定性准则以及基于Lyapunov泛函
的结果[10∼12]均不适用. 利用矩阵A的Hurwitz性
质,并且ρ(C) = 0.8462 < 1, ρ(|C3|) = 0.7539 < 1,

Fm =
1
6

[
2 6
3 9

]
.

根据定理1,取m = 3,得到参数α稳定域为: k = 0时,
9.85465 6 α 6 10.32716, k = 1时, 9.79476 6 α 6
10.38197.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文基于中立型时滞系统稳定性研究的频域分

析技术，利用矩阵乘法公式和适当的模矩阵之谱半

径建立了系统渐近稳定性的充分条件准则.与已有
的稳定性准则相比较, 新准则给出的充分性条件除
了不要求系统矩阵具有负的矩阵测度外, 还大大减
弱了对系数矩阵C的限制, 从而降低了准则的保守
性,扩大了准则的适用范围,数值例子表明该准则的
有效性和较低的保守性.
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