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摘要:针对一类具时变时滞的范数有界不确定离散奇异系统,本文研究其鲁棒H∞控制问题.通过建立基于二次
型的有限和不等式,避免了模型变换和界定交叉项,得出一个新的时滞依赖有界实引理,并表示为严格线性矩阵不
等式,同时给出了状态反馈控制器设计算法,保证对应的闭环系统对所有容许的不确定性是正则,因果,稳定且具给
定的干扰衰减度.最后,数值例子证明了本文所给方法的有效性.
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Abstract: The delay-dependent robust H-infinity control for uncertain discrete singular systems with time-varying
delay is addressed. The uncertainty is assumed to be norm bounded. By establishing a finite sum inequality based on
quadratic terms, which avoids using both model transformation and bounding technique for cross terms, we derive a new
delay-dependent bounded real lemma in terms of linear matrix inequality(LMI). A suitable robust H-infinity state feedback
control law is then presented, which guarantees the resultant closed-loop system to be regular, causal and stable with
given disturbance attenuation level γ for all admissible uncertainties. A numerical example is given to demonstrate the
applicability of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际系统中, 时滞和不确定性是不可避免的,

也是引起系统不稳定以及性能恶化的主要因素.人
们采用多种方法来减少时滞系统的保守性, 对于小
时滞系统,模型变换和界定交叉项是最常用的两种
方法[1∼4]. 但是在模型变换过程中已经引入了额外
的保守性[5,6],对交叉项的界定也不可避免地产生保
守性. 文[7]通过建立基于二次型的有限和不等式,
避免了模型变换和交叉项的界定, 设计了时滞依赖
鲁棒滤波器, 数值例子证明了该方法具有更小的保
守性.
另一方面, 奇异系统是比状态空间系统更具有

广泛形式的动力学系统, 它也称为描述系统、广义
系统、隐式系统及半状态系统[8,9]. 它广泛产生于电
力网络、电路、神经网络、受限机器人、石油催化裂

化等科学技术及大型工程的众多领域.不确定奇异
系统的鲁棒H∞控制的目标是设计一个状态反馈控
制律,使得对应的闭环系统对于所有容许的不确定
性是正则、无脉冲(对连续奇异系统)或因果(对离散
奇异系统)、稳定、且具有给定的干扰衰减度.对于
离散奇异系统,文[10,11]给出了鲁棒H∞控制问题的
充分条件,然而这些条件都是时滞独立的,这具有很
大的保守性(尤其是小时滞情形),而且文[11]得到的
有界实引理中含有半正定矩阵以及非线性不等式,
难以用标准的矩阵不等式工具箱来求解. 就目前来
说, 时变时滞不确定离散奇异系统的研究成果并不
多见,尤其时滞依赖鲁棒H∞控制问题还未见研究成
果.

本文研究了一类具时变时滞不确定离散奇异系

统的时滞依赖鲁棒H∞控制问题,不确定性为范数有
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界的. 首次将文[7]基于二次型的有限和不等式用于
离散奇异系统,得出一个新的时滞依赖有界实引理,
并表示为严格线性矩阵不等式, 同时给出了状态反
馈控制器设计算法. 最后,数值仿真实例证明了本文
设计方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下具时变时滞的不确定离散奇异系统:



Ex(k + 1) =

(A+∆A)x(k)+(Ad+∆Ad)x(k−d(k))+

(B + ∆B)u(k) + Bωω(k),

z(k) = Cx(k) + Du(k),

x(k) = φ(k), k = −d̄,−d̄ + 1, · · · , 0,

(1)

其中: x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rm, ω(k) ∈ Rp, z(k) ∈
Rq分别为系统的状态,控制输入,干扰输入和受控输
出, {φ(k), k = −d̄,−d̄ + 1, · · · , 0}为系统初始条件,
d(k)是取值为正整数的时变时滞,用d, d̄分别表示其

下界与上界. 即

0 < d 6 d(k) 6 d̄ < ∞, k = 1, 2, · · · . (2)

显然, 当d̄ − d = 0时, d(k)是时不变的, 即常数时
滞; E, A,Ad, B, Bω, C和D为适当维数的已知常数

矩阵,且rank E = r 6 n, ∆A,∆Ad和∆B是具有适

当维数的不确定时变矩阵,假设具有如下形式:[
∆A ∆Ad ∆B

]
= MF (k)

[
Na Nd Nb

]
, (3)

这里: M, Na, Nd, Nb是具有适当维数的已知常阵,
F (k)为满足FT(k)F (k) 6 I的有界不确定函数阵.
对于u(k) = 0时非强迫标称离散奇异系统:

Ex(k + 1) = Ax(k) + Adx(k − d(k)), (4)

采用如下的定义:

定定定义义义 1 [8,9,12]

1) 矩阵对(E, A)是正则的,如果det(zE − A) 6=
0;

2) 矩阵对(E, A)是因果的, 如果它是正则的而
且deg(det(zE −A))=rank E;

3) 如果矩阵对(E, A)是正则,因果的,则离散奇
异系统(4)是正则,因果的;

4) 离散奇异系统(4)是稳定的, 如果给定标量
ε > 0, 存在标量δ(ε) > 0使得对于任意相容初
始条件φ(k)满足 sup

−d̄6k60

‖φ(k)‖6δ(ε), 系统的轨迹

x(k)满足‖x(k)‖ 6 ε, ∀k > 0,并且 lim
k→∞

x(k) = 0.

对于系统(1),考虑如下线性状态反馈控制律:

u(k) = Kx(k),K ∈ Rm×n, (5)

则相应的不确定闭环系统为



Ex(k + 1)=(Ac+∆Ac)x(k)+(Ad+

∆Ad)x(k− d(k))+Bωω(k),

z(k) = Ccx(k),

(6)

其中:

Ac = A + BK,∆Ac = ∆A + ∆BK,

Cc = C + DK.

鲁棒H∞控制问题就是确定状态反馈控制律(5),
使对所有满足式(2) (3)的参数不确定闭环系统,满足
以下的设计指标:

1) 对所有允许的不确定性,当ω(k) = 0时,闭环
系统(6)正则,因果,稳定;

2) 对零初始条件的x(k)及给定的正常数γ > 0,
有

J =
∞∑

k=0

(zT(k)z(k)− γ2ωT(k)ω(k)) < 0.

引引引理理理 1 [13] 给定适当维数矩阵Ω, Γ和Ξ , 其
中Ω是对称的,则: Ω + ΓFΞ + ΞTFTΓT < 0,对所

有满足FTF 6 I的矩阵F成立, 当且仅当存在一个
常数ε > 0,使得

Ω + ε−1ΓΓT + εΞTΞ < 0.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
3.1 时时时滞滞滞依依依赖赖赖有有有界界界实实实引引引理理理(Delay-dependent bou-

nded real lemma)
针对u(k) = 0时标称离散时变时滞奇异系统,首

先给出基于二次型项的有限和不等式, 并利用该有
限和不等式,得出一个新的时滞依赖有界实引理.
对于系统(1),当u(k) = 0,对应的标称离散奇异

时滞系统为{
Ex(k+1)=Ax(k)+Adx(k−d(k))+Bωω(k),

z(k) = Cx(k).
(7)

针对该系统(7),引入如下两个变量:

ξ(k) = [xT(k) xT(k − d(k)) ωT(k) ]T,

y(l) = x(l + 1)− x(l),

则

Ex(k + 1) = [A Ad Bω ]ξ(k),

Ey(k) = [A− E Ad Bω ]ξ(k).
(8)

引引引理理理 2 [7] 对任意实矩阵N1 ∈ Rn×n, N2 ∈
Rn×n, W ∈ Rn×p, 正定对称阵Z ∈ Rn×n以及取

值为正整数的时变函数d(k),有
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−
k−1∑

l=k−d(k)

yT(l)ETZEy(l) 6

ξT(k){Π + d(k)Y TZ−1Y }ξ(k), (9)

其中:

Π =




NT
1 E+ETN1 ETN2−NT

1 E ETW

∗ −NT
2 E−ETN2−ETW

∗ ∗ 0


,

Y = [N1 N2 W ] .
(10)

基于引理2,下面的定理1给出了标称离散时变时
滞奇异系统(7)的时滞依赖有界实引理.

定定定理理理 1 给定γ > 0,如果存在具有适当维数的
正定对称阵P, Q, Z和矩阵S, Sd, Sω, N1, N2,W , 使
得以下线性矩阵不等式成立

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 d̄NT
1 Ξ14 ATP CT

∗ Ξ22 Ξ23 d̄NT
2 Ξ24 AT

d P 0
∗ ∗ Ξ33 d̄WT Ξ34 BT

ω P 0
∗ ∗ ∗ − d̄Z 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ − d̄Z 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − P 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − I




<0,

(11)

其中:
Ξ11 =ATRST + SRTA− ETPE+

NT
1 E + ETN1 + (d̄− d + 1)Q,

Ξ12 =ATRST
d + SRTAd + ETN2 −NT

1 E,

Ξ13 =SRTBω + ATRST
ω + ETW,

Ξ14 =d̄(A− E)TZ,

Ξ22 =AT
d RST

d + SdR
TAd −NT

2 E − ETN2 −Q,

Ξ23 =SdR
TBω + AT

d RST
ω − ETW,

Ξ24 =d̄AT
d Z, Ξ34 = d̄BT

ω Z,

Ξ33 =− γ2I + BT
ω RST

ω + SωRTBω,

R ∈ Rn×(n−r)为任意满足ETR = 0的列满秩矩阵，
则标称离散时变时滞奇异系统(7)是正则，因果，
稳定且具有干扰衰减度γ.

证证证 考虑系统(7),取如下泛函

V (k) = V1(k) + V2(k) + V3(k) + V4(k), (12)

其中:
V1(k) = xT(k)ETPEx(k),

V2(k) =
0∑

θ=−d̄+1

k−1∑
l=k−1+θ

yT(l)ETZEy(l),

V3(k) =
k−1∑

l=k−d(k)

xT(l)Qx(l),

V4(k) =
d+1∑

θ=−d̄+2

k−1∑
l=k−1+θ

xT(l)Qx(l).

计算其前向差分∆V (k) = V (k +1)−V (k),并注意
到ETR = 0,可以得到

0 = 2xT(k+1)ETR(STx(k)+

ST
d x(k−d(k))+ST

ω ω(k)), (13)

由x(k)的零初始条件,并结合式(13)和引理2得到

J =
∞∑

k=0

(zT(k)z(k)− γ2ωT(k)ω(k)) 6
∞∑

k=0

(zT(k)z(k)−γ2ωT(k)ω(k))+V (x∞)−V (x0)=

∞∑
k=0

ξT(k)Ξξ(k), (14)

很容易由式(11)得出J < 0.
另一方面,显然线性矩阵不等式(11)意味着


Ξ11 Ξ12 d̄NT
1 d̄(A− E)TZ ATP

∗ Ξ22 d̄NT
2 d̄AT

d Z AT
d P

∗ ∗ − d̄Z 0 0
∗ ∗ ∗ − d̄Z 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P



<0, (15)

则根据定义1和文[14]的结果,可知当ω(k) = 0时系
统(7)是正则,因果,稳定的. 结合该两方面的证明,可
得标称离散时变时滞奇异系统(7)是正则,因果,稳定
且具有干扰衰减度γ. 证毕.

3.2 鲁鲁鲁棒棒棒H∞状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计(Robust H∞
state feedback controller design)
本节给出基于线性矩阵不等式的鲁棒H∞控制

器设计算法. 为了叙述方便,首先考虑标称系统,代
入状态反馈控制律(5)得如下闭环系统:{

Ex(k+1)=Acx(k)+Adx(k−d(k))+Bωω(k),

z(k) = Ccx(k).
(16)

以下定理给出系统(16)的H∞控制器设计算法.

定定定理理理 2 给定标量γ > 0, 如果存在对称正定
矩阵P, Q, Z和矩阵S,N1, N2,W,X, L满足如下的

线性矩阵不等式:
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Υ11 Υ12 Υ13 Υ14 d̄NT
1 0 Bω

∗ Υ22 XTAT
d Υ24 0 d̄Z 0

∗ ∗ Υ33 − EW d̄NT
2 0 0

∗ ∗ ∗ − γ2I d̄WT 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ − d̄Z 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − d̄Z 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − I




<0,

(17)

则可以构造状态反馈控制律

u(k) = LX−1x(k)

使得离散时变时滞奇异系统(16)正则,因果,稳定且
具干扰衰减度γ. 其中:

Υ11 =(A− E)X + XT(A− E)T + BL + LTBT+

NT
1 ET + EN1 + (d̄− d + 1)Q,

Υ12 =EP + SRT −XT + (A− E)X + BL,

Υ13 =XTAT
d + EN2 −NT

1 ET,

Υ14 =(CX + DL)T + EW,

Υ22 =−X −XT + P, Υ24 = (CX + DL)T,

Υ33 =−Q− EN2 −NT
2 ET,

R ∈ Rn×(n−r)为任意满足ER = 0的列满秩矩阵.

证证证 采用同文[2]相同的思路,将系统(16)写成如
下的等价形式:{

Ēx̄(k + 1)=Āx̄(k)+Ādx̄(k−d(k))+B̄ωω(k),

z(k) = C̄x̄(k),
(18)

其中:

Ē =
[
E 0
0 0

]
, x̄(k)=

[
x(k)

Ey(k)

]
, Ā=

[
E I

Ac−E −I

]
,

Ād =
[

0 0
Ad 0

]
, C̄ =

[
Cc 0

]
, B̄ω =

[
0

Bω

]
,

由定理1知, 如果线性矩阵不等式(11)成立, 则系
统(18)是正则,因果,稳定且具干扰衰减度γ,其中E,
A, Ad, P , Q, Z, R, S, Sd, Sω, N1, N2, W分别替换

成Ē, Ā, Ād, P̄ , Q̄, Z̄, R̄, S̄, S̄d, S̄ω, N̄1, N̄2, W̄ . 作为
特例,选择

P̄ =
[
P 0
0 βI

]
, Q̄ =

[
Q 0
0 βI

]
, Z̄ =

[
Z 0
0 βI

]
,

R̄ =
[
R 0
0 X

]
, S̄ =

[
S I

0 I

]
, N̄1 =

[
N1 0
0 βI

]
,

N̄2 =
[
N2 0
0 βI

]
, W̄ =

[
W

βI

]
, S̄d = S̄ω = 0,

其中P ∈ Rn×n, Q ∈ Rn×n, Z ∈ Rn×n为正定对

称阵, R ∈ Rn×(n−r)为任意满足ETR = 0的列
满秩矩阵, X ∈ Rn×n为任意非奇异矩阵, S ∈
Rn×(n−r), N1 ∈ Rn×n, N2 ∈ Rn×n,W ∈ Rn×p为任

意矩阵. 容易验证R̄为列满秩矩阵且满足ĒTR̄ = 0.
由Schur补引理，并令β → 0可得



Λ11 Λ12 Λ13 Λ14 d̄NT
1 0 CT

c

∗ Λ22 XTAd XTBω 0 d̄Z 0
∗ ∗ Λ33 −ETW d̄NT

2 0 0
∗ ∗ ∗ −γ2I d̄WT 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −d̄Z 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −d̄Z 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0, (19)

其中:

Λ11 = (Ac − E)TX + XT(Ac − E) +

NT
1 E + ETN1 + (d̄− d + 1)Q,

Λ12 = ETP + SRT −XT + (Ac − E)TX,

Λ13 = XTAd + ETN2 −NT
1 E,

Λ14 = XTBω + ETW,

Λ22 = −X −XT + P,

Λ33 = −Q− ETN2 −NT
2 E,

现在考虑如下离散时变时滞奇异系统:{
ETς(k+1)=AT

c ς(k)+AT
d ς(k−d(k))+CT

c η(k),

z(k) = BT
ω ς(k),

(20)

其中: ς(k) ∈ Rn为状态向量, η(k) ∈ Rq为干扰输入

向量,其他变量与(1)中定义相同.
注意到det(zE − Ac) =det(zET − AT

c ), 因此
矩阵对(E, Ac)是正则, 因果的, 当且仅当矩阵对
(ET, AT

c )是正则, 因果的. 因此系统(16)是正则, 因
果的, 当且仅当系统(20)是正则, 因果的. 同时由于
det(zE−Ac−Adz

−d(k)) = 0的解与det(zET−AT
c −

AT
d z−d(k)) = 0的解相同, 因此系统(16)在ω(k) =

0时是稳定的, 当且仅当系统(20)在η(k) = 0时是稳
定的. 采用与定理1相类似的证明步骤,可以证明系
统(20)的性能指标

J =
∞∑

k=0

(zT(k)z(k)− γ2ηT(k)η(k)) < 0.

因此, 如果仅仅考虑系统的正则性, 因果性, 稳
定性和H∞性能, 可以认为系统(16)和系统(20)是等
价的. 故在不等式(19)中把E, Ac, Ad, Bω和Cc分别

替换为ET, AT
c , AT

d , CT
c 和BT

ω ,并引入矩阵L = KX ,
可得(17). 证毕.
以下定理进一步给出不确定离散时变时滞奇异

系统(1)的鲁棒H∞控制器设计算法.
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定定定理理理 3 考虑不确定离散时滞时变奇异系

统(1),对给定标量γ > 0,如果存在正定对称矩阵P,

Q,Z, 矩阵S,N1, N2,W,X, L和标量ε1 > 0, ε2 >

0满足如下线性矩阵不等式




Θ11 Υ12 Υ13 Υ14 d̄NT
1 0 Bω Θ18 XTNT

d

∗ Υ22 XTAT
d Υ24 0 d̄Z 0 Θ28 XTNT

d

∗ ∗ Θ33 − EW d̄NT
2 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ − γ2I d̄WT 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ − d̄Z 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − d̄Z 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − ε1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − ε2I




< 0, (21)

则可以构造如下的状态反馈控制律u(k) =
LX−1x(k) 使得闭环系统对于任意的容许不确
定性都是正则,因果,稳定且具干扰衰减度γ,其中:

Θ11 = Υ11 + ε1MMT,

Θ33 = Υ33 + ε2MMT,

Θ18 = Θ28 = (NaX + NbL)T,

Υ11, Υ12, Υ13, Υ14, Υ22, Υ24, Υ33和式(17)中定义相
同.
证证证 把式(17)中的A,Ad和B分别替换为A+

MF (k)Na, Ad + MF (k)Nd和B + MF (k)Nb并由

引理1,可得式(21). 证毕.

注注注 1 从式(21)可以看出Υ22 = −X − XT + P < 0.

因此如果式(21)有可行解, 则X一定是非奇异的.要特别提

到的, 目前文献还没有发表过对于不确定离散时滞时变

奇异系统的基于严格线性矩阵不等式方法的时滞依赖鲁

棒H∞控制器设计算法.

注注注 2 定理3提供了不确定离散时滞时变奇异系统的

时滞依赖鲁棒H∞控制器设计算法. 该设计算法依赖于时

变时滞的上确界和下确界. 因此,当时变时滞的上确界和下

确界已知时,定理3能得到期望的结果.另外,当下确界未知

时,可以假定下确界为零. 当下确界等于上确界时,显然意

味着时滞是固定的. 因此,定理3能处理一大类离散奇异系

统的鲁棒H∞控制问题.

注注注 3 如果干扰衰减度γ给定, 可通过解式(21)的可
行性问题得到一个合适的状态反馈控制律,否则,可通过解
下面的最优问题:

min γ

s.t. LMI(21), P > 0, Q > 0, Z > 0, ε1 > 0, ε2 > 0
(22)

得到一个最小的干扰衰减度γmin.

4 数数数值值值仿仿仿真真真例例例子子子(Numerical examples)
本节给出一个数值实例证明本文所提方法的

有效性.

考虑具有如下参数的不确定离散奇异系统(1):

E =

[
1 0
0 0

]
, A =

[
−0.2 0.07

0.1 1

]
,

Ad =

[
−0.5 − 1

0 − 0.9

]
, B = Bω =

[
1
2

]
,

C = [0 1], D = 0.2,

M =

[
0.2
0.2

]
, Na = Nd = [1 2],

Nb = 0.3.

取R = [0 1]T,假设时变时滞满足: 1 6 d(k) 6 5,
对于给定的γ = 1.5,则由定理3可知,通过求解线
性矩阵不等式(21)的可行解问题,一个合适的状态
反馈控制律为

u(k) = [−5.5119 − 12.2362]x(t).

如果该例中的时滞是固定的, 即d̄ = d, 根据
文[10]的定理4和注2, γ未知时,通过解最优化问题
可得γmin = 0.175, 而采用本文的方法, 通过解最
优化问题(22)可得γmin = 0.1, 因而本文所提的时
滞依赖方法具有更小的保守性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类具有时变时滞的不确定离散

奇异系统的时滞依赖鲁棒H∞控制问题.首次将基
于二次型的有限和不等式用于离散奇异系统中,
得出一个新的时滞依赖有界实引理, 并表示为严
格线性矩阵不等式. 此外,基于该时滞依赖有界实
引理, 得出鲁棒H∞控制器设计方法, 确保闭环系
统对所有容许的不确定性和时变时滞是正则, 因
果,稳定且具干扰衰减度γ. 最后,一个数值实例证
明了本文所提方法的有效性.
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