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摘要:利用小波方法和极限定理对噪声为单位根过程的非参数函数的跳跃点进行检测. 首先,利用极限定理得到
噪声的小波系数的极限分布.然后构造检验统计量,在原假设成立的条件下得到任意尺度上检验的临界值,证明了
检验的一致性,并给出小波系数的阈值;在备择假设成立的条件下,给出变点个数、变点位置的相合估计与收敛速
度.最后利用模拟研究与实例分析说明了方法的有效性和实用性,并与“UNI”方法以及“GOF”方法作比较,说
明对于噪声为单位根过程的非参数函数变点的检测问题,本文所提的方法更加有效.
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Abstract: We combine the wavelet method and the limit-theorem to test the presence of jumping-points in a nonpara-
metric function which is observed with unit-root noise. First, the limit distribution of the wavelet coefficients of the noise
is derived using the limit-theorem, and then, the statistic of detection is determined. When the null hypothesis holds, we
obtain the critical values at any scale, prove the consistency of wavelet detection and give the threshold of wavelet coef-
ficients. When the alternative hypothesis holds, the consistent estimation of the numbers and locations of jumping points
are given and the rate of convergence is obtained. Simulation study and real data analysis support our method. Finally, we
compare our method with the “UNI”-method and the “GOF”-method. Asymptotic results show that our method is
more powerful in detecting the jumping points of nonparametric function with Unit-root noise.
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1 引引引言言言(Introduction)
变点问题起源于质量控制,从生产线上抽检产品

以检测产品质量是否超过其质量控制警界线时, 质
量超过警界线的时刻称为变点. 变点问题在工业自
动控制、金融、医学等领域都有着实际应用背景[1,2].
对工序质量的检查、故障检测、分析汇率的变化规

律、心电图的韵律分析、试飞数据中数据跳点的估

计等都可以归结为对系统的变点研究.

变点问题的研究方法主要有极大似然方法[3]、最

小二乘方法[4]、累积和方法[5]等. 小波变换具有
自动改变窗长的功能, 可以很好地把信号在空
间和频率上局部化, 这一特性使其成为变点分
析中有力的数学工具. Wang(1995)[6]基于小波
系数的绝对值对含噪声信号的变点进行检验;
Odgen和Parzen(1996)[7]利用小波系数的累积和对
变点进行检验, Raimondo 和Tajvidi(2004)[8] 应用广
义Pareto分布对小波系数进行建模,解决了方差有穷
的厚尾信号的变点检验问题.
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变点分析本质上属于数理统计和非线性时间序

列分析范畴, 它引起了国内外众多学者的关注[3,9].
非线性时间序列可分为平稳时间序列和非平稳时间

序列两类, 实际问题中很多数据都属于非平稳时间
序列, 如货币的供应量、物价指数等[10]. 因此, 对非
平稳时间序列的变点研究有很重要的实际意义.值
得注意的是单位根过程是常见的非平稳过程, 且方
差无穷,在金融系统工程中有广泛的应用. 至今鲜见
对噪声为非平稳时间序列的非参数函数的变点问题

进行研究的文献.

2 模模模型型型与与与假假假设设设(Model and assumption)
考虑如下模型:

Yi = f(i/T ) + εi, i = 1, · · · , T,

其中: εi(i = 1, · · · , T )是单位根序列, εi = εi−1 +ui;
函数f及ui分别满足以下假设:

假假假设设设 1 f(x)为未知非参数函数,变点个数、位
置及跳跃度都是未知的, 而变点个数的上限m是已

知的.

假假假设设设 2 ui = ϕ(L)ei =
∞∑

j=1

ϕjei−j是平稳过程,

其中{ϕj}满足
∞∑

j=0

j|ϕj| < ∞, {ei, i = 1, 2 · · · }是独
立同分布随机变量序列, 满足E(ei) = 0, D(ei) =
σ2 < ∞.

本文研究如下假设检验问题:

H0 : f是光滑函数(在区间[0,1]上至少连续可微);

H1(m) : f至少有1个最多有m个跳跃点,除此而
外, f是光滑的.

3 小小小波波波变变变换换换及及及噪噪噪声声声小小小波波波系系系数数数的的的极极极限限限分分分

布布布(Wavelet transformation and the limit dis-
tribution of wavelet coefficients of noise)
令ψ(u)是一个小波母函数, 对离散数据集Y =

(Y1, · · · , YT )进行离散小波变换得到Y的经验小波

系数

w′
j,k = w′

j,k(f) + w′
j,k(ε),

其中:

w′
j,k(f) =

1√
T

T∑
i=1

ψj,k(i/T )f(i/T ), (1)

w′
j,k(ε) =

1√
T

T∑
i=1

ψj,k(i/T )εi. (2)

参见文献[11].

对函数f进行小波变换得到的经验小波系数有

如下基本性质[12]:

1) 在原假设H0下, f是可微的,对所有的分辨水

平j > j0 = 3以及所有的k = 0, 1, · · · , 2j − 1, 有
|w′

j,k(f)| 6 c1(T2−3j) 1
2 .

2) 在备择假设H1下, 若存在一个点x ∈ [k/2j,

(k + 1)/2j)并且x是f的跳跃点, 则有|w′
j,k(f)| >

c2(T2−j) 1
2 .

常数c1, c2仅仅依赖于函数f , 不会影响检验统
计量的设定及检验结果, 为叙述方便, 本文假设
c1 = c2 = 1. 以上两条性质表明, 使得小波系数
w′

j,k(f)的绝对值达到最大的点正好对应着函数f的

变点.

本节用Haar小波对数据进行小波变换,并利用极
限定理推导出噪声小波系数的极限分布.

Haar小波定义为

ψ(x) = I[0,1/2)(x)− I[1/2,1](x),

其基函数ψj,k(x)的支撑是二进区间Ik = [k/2j, (k +
1)/2j),且在此区间中i/T的个数为T/2j ,因此有

w′
j,k(ε) =

1√
T

∑
i∈Ik

2j/2(±)εi =d 1√
T/2j

∑
i∈Ik

εi,

(3)
应注意εi服从单位根过程,方差无穷,故利用以下结
果对噪声的小波系数进行建模(参见文献[10]).

引引引理理理 1 设平稳过程{ui}满足假设2. 令ξi =
u1 + u2 + · · ·+ ui, i = 1, 2, · · ·T .
若ξ0 = 0,那么

T−3/2
T∑

i=1

ξi−1 ⇒

σϕ(1)
w 1

0
W (r)dr ∼ N(0,

1
3
ϕ(1)σ2),

其中ϕ(1) =
∞∑

j=0

ϕj .

为叙述方便,在给定的多分辨水平j上,令wj,k =
1

T/2j
w′

j,k,即

wj,k(f) =
1

T 3/2/2j

T∑
i=1

ψj,k(i/T )f(i/T ), (4)

wj,k(ε) =
1

T 3/2/2j

T∑
i=1

ψj,k(i/T )εi. (5)

由引理1可得,当T/2j →∞时,

wj,k(ε) ⇒ σϕ(1)
w 1

0
W (r)dr ∼ N(0,

1
3
ϕ(1)σ2).

(6)

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
4.1 变变变点点点检检检测测测(Detection of change-points)
本节旨在构造检验统计量并确定小波系数的阈

值.由上节中经验小波系数的基本性质可得如下定
理:
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定定定理理理 1 在水平 j 上, 对 |wj,k| 进行排序得到
|wj,(1)| > |wj,(2)| > · · · > |wj,(2j)|, 令vT =
2−j/2T−1/2, 在原假设H0成立时, 若多分辨水平j =
j(T )满足

2j ³ (
T

log T
)δ, 1 < δ < 2, (7)

则对任意的常数m > 1,当T →∞时,有

P (|wj,(m)| > vT ) → 1. (8)

关系式aT ³ bT表示, 对于充分大的T , 存在正常
数d1和d2, 使得d1bT 6 aT 6 d2bT成立.

考虑如下检验统计量:

Ni = |wj,(i)| − |wj,(m+1)|, i = 1, 2, · · · ,m. (9)

在原假设H0成立时, 由定理1可得, Ni < |wj,(i)| −
vT , i = 1, 2, · · · ,m是依概率1成立的,因此定理1可
用来得到Ni的临界值,即如下定理2:

定定定理理理 2 令0 < β < 1,



li =

√
ϕ(1)

3
σ

√
−2 log

β

(m− i + 1)m
,

RT (β) =
⋃

i=1,2,··· ,m
(Ni > li),

(10)

在原假设H0成立下,若多分辨水平j满足式(7),则

lim
T→∞

P{RT (β)} 6 β. (11)

注注注 1 如果所讨论模型的噪声项具有尺度因子λ > 0,

即Yi = f(i/T ) + λεi, i = 1, · · · , T , 则式(10)中的临界值应

为λli.由定理的证明可得,临界值li实际上是由wj,k(ε)的极

限分布决定的,也即噪声的不同将导致不同的临界值.

注注注 2 关于多分辨水平 j 的选定可以比较各个多分

辨水平上的 max
k
|wj,k| 与 CT = λ

√
2δ

T δ−1

(log T )δ−1/2
, 当函

数光滑时max
k
|wj,k| 6 CT ,当函数含有变点时max

k
|wj,k| >

CT (可参见文献[6]). 这里δ是大于1小于2的常数, δ取值的

不同会影响到多分辨水平j的选取,在实际应用中可视具体

情况而定.

由定理1、定理2,可得如下检验步骤:

步步步骤骤骤 1 选定多分辨水平j, 对数据做离散小波
变换得到经验小波系数, 并进行排序 |wj,(1)| >

|wj,(2)| > · · · > |wj,(2j)|.
步步步骤骤骤 2 令N1 = |wj,(1)| − |wj,(m+1)|, i = 1, 2,

· · · ,m.当检验统计量N1 6 l1时,接受原假设,即函
数f为光滑函数;若N1 > l1,则进行下一步.

步步步骤骤骤 3 比较Ni与li, i = 2, · · · ,m,若存在常数
p使得Np > lp且Np+1 6 lp+1, 2 6 p 6 m,则认为函

数f含有p个变点.

若由以上步骤已知函数含有p个变点, 则C =
lp + wj,(m+1)为本文选定的小波系数阈值,即大于此
阈值的小波系数对应着函数的跳跃点.

4.2 检检检验验验的的的一一一致致致性性性(The consistency of test)
本节研究在备择假设H1成立时, 变点检验的一

致性.

定定定理理理 3 令RT (β)是定理2所定义, 在备择假
设H1(m)成立时,若多分辨水平j满足式(7),则

lim
T→∞

P{RT (β)} = 1. (12)

4.3 变变变点点点位位位置置置的的的估估估计计计(The estimation of change-
points)

令i1为函数f的变点个数, 变点位置依次为0 <

θ1 < θ2 < · · · < θi1 , 1 6 i1 6 m, 取î =
sup(i : 1 6 i 6 m,Ti > ci), k1 < k2 <

· · · < kî为|wj,(1)|, · · · , |wj,(̂i)|在未排序时所对应的
指标, 不妨设|wj,k1 | > |wj,k2 | > · · · > |wj,kî

|, 并
令(θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂i) = (k1/2j, k2/2j, · · · , kî/2j). 由
定理3可得如下推论:

推推推论论论 1 在定理3的条件下,当T →∞时,有

P (̂i = i1) = 1,
î∑

i=1

(θ̂i − θi)2 = OP (2−2j).

由推论1及式(7)可知, θ̂i − θi = O(2−j) =
O(T−δ(log T )δ), 即收敛速度为T−δ(log T )δ.

5 模模模拟拟拟实实实验验验与与与实实实例例例分分分析析析(Simulation and real
data analysis)
本节用模拟研究与实例分析来说明本文所提方

法在变点检测中的有效性.

5.1 模模模拟拟拟实实实验验验与与与分分分析析析(Simulation and analysis)

例例例 1 考虑含有无变点的模型:

Yi = f(i/T ) + λεi, i = 1, 2, · · · , T,

其中f(x) = 4 sin(4πx), 见图1(a). 图1(b)是噪声过

程为εi = εi−1 + ui, ui ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · · ,

T时Yi的显示图,其中λ = 0.25.

取样本容量T = 210, 小波函数为Haar小波,

m = 3,检验水平为β = 0.05,取δ = 1.3,由注2选定

多分辨水平j = 5, 在此水平上对图1(b)中的Yi进行

小波分解,得到的结果为图1(c). 由图可知,所有的

小波系数都小于本文给出的阈值C, 即检验的结果

是接受原假设: 函数f为光滑函数.
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图 1 例1的图形

Fig. 1 Figure of example 1

例例例 2 考虑含有两个变点的模型:

Yi = f(i/T ) + λεi, i = 1, 2 · · · , T,

其中f(x) = 9 sin(4πx) − 4.5sgn(x − 0.3) −
4sgn(0.58 − x),见图2(a). 图2(b)是噪声过程为εi =
εi−1 + ui, ui ∼ N(0, 1), i = 1, 2, · · ·T时Yi 的显示

图,其中λ = 0.25.

取样本容量T = 210, 小波函数为Haar小波,
m = 5, 检验水平为β = 0.05. 取δ = 1.3, 由注2可
得只有多分辨水平j = 5时才满足要求, 在此水平上
对图2(b)中的Yi进行小波分解,得到的结果为图2(c).

从图中可以看出,仅有两个小波系数都大于本文给
出的阈值C, 即检验的结果是接受两个变点的备择
假设, 与原函数吻合. 同时可得到变点位置的估计
值θ̂1 = 0.3022和θ̂2 = 0.5906.

图 2 例2的图形

Fig. 2 Figure of example 2

下面将本文的方法与Wang(1995)提出的“UNI”
方 法(“universal-method”)以 及 Odgen, Parrzen
(1996)提出的“GOF”方法作比较, 当信噪比
取1, 2, 4时分别进行1000次独立的试验, 用Monte-
carlo方法近似计算拒绝原假设的概率(详见表1). 这
里信噪比指的是f的标准差与εi的近似标准差之比.

表 1 拒绝H0的Monte-Carlo近似
Table 1 Monte-Carlo approximations to the probability of rejecting H0

不含变点 含有变点
信噪比

本文方法 GOF UNI 本文方法 GOF UNI

4 0.000 0.000 0.003 0.000 0.931 0.870
2 0.000 0.004 0.031 0.000 0.852 0.792
1 0.000 0.104 0.552 0.992 0.476 0.429

从表1可以看出在原假设下(也即函数不含变
点时), 当信噪比较大时3种方法都有较好的效
果; 但是当信噪比较低时(snr = 1),“UNI”方
法和“GOF”方法分别以0.552和0.104的概率拒
绝了原假设, 即犯第一类错误的概率较大. 在备
择假设下(函数含有变点), 当信噪比较大时本文
方法和“GOF”方法检测效果都比较好, 以较
大的概率拒绝原假设; 而“UNI”方法即使在
信噪比较大的情况下检验效果也不是很好(拒
绝原假设的概率分别为0.870和0.792); 当信噪比

降低为1时, “UNI”方法和“GOF”方法分别
以0.571和0.524的大概率接受函数不含变点的原
假设,而本文的方法有较好的检测效果.

5.2 实实实例例例分分分析析析(Real data analysis)
例例例 3 飞机飞行试验是飞机设计、地面试验、

设计技术指标、适航性和使用性能的总验证. 试飞
测试是飞行试验工作的一个重要组成部分, 为新
机的定型提供了可靠的数据依据. 科研试飞是一
项很复杂的系统工程, 在试飞过程中飞机可能会
受到系统误差、机器误差、噪声的影响而产生一
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些数据跳点, 准确估计数据中跳点发生的位置对
新机设计指标和安全性的鉴定有重要的意义[13].
本文用一组试飞数据来说明所提方法的实际应用

价值.
测试数据的样本容量为2048, 即T = 2048, 对

数据作预处理并作图可得图3(a), 从图中可以看
出数据是非平稳的, 而且发生了两次跳跃. 对
图3(a)的数据在各个多分辨水平上进行小波分解,
取δ = 1.3,由注2可得j = 7或j = 8都满足要求,这
里取j = 7,再对这个水平上的小波系数进行排序,
求得统计量Ni和临界值li,并依照本文的方法求得
小波系数的阈值C, 结果见图3(b). 从图中不难看
出,仅有两个小波系数超出本文给定的阈值,这两
个小波系数对应着数据的跳跃点, 得到变点位置
的估计值θ̂1 = 0.4423和θ̂2 = 0.6563, 也就是说数
据在第905个观察值和第1344个观察值处发生跳
跃.

图 3 例3的图形

Fig. 3 Figure of example 3

由以上的模拟研究和实例分析可以看出,利用
本文的方法, 可以正确判断出变点的个数并准确
的估计变点发生的时刻.
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