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摘要:针对一类线性不确定系统,提出一种基于二维混合模型的重复控制设计新方法,研究具有反馈作用的保成
本重复控制设计与优化问题.首先,为了提高系统稳定性,将反馈控制器引入到重复控制系统中,设计一种具有反馈
作用的重复控制系统结构;然后通过建立重复控制系统的连续/离散二维混合模型,将重复控制器设计问题转化为
一类连续/离散二维系统的状态反馈控制问题.在此基础上,对给定的线性二次型性能指标,给出闭环系统的保成本
重复控制律参数设计及其优化方法. 对所有容许的不确定性,保成本重复控制使稳态跟踪误差渐近稳定的同时,线
性二次型性能指标值小于某个常数. 所得结果以线性矩阵不等式的形式给出,可利用MATLAB工具箱方便地求解.
最后,数值仿真验证了本文所提方法的有效性.
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Abstract: For a class of linear systems with parametric uncertainties, we propose a new method for designing a
guaranteed-cost repetitive control system based on two-dimensional (2D) hybrid model. First, a feedback controller is
incorporated with the repetitive control system to improve the stability, resulting in a feedback repetitive control (FRC)
system; then a hybrid continuous-discrete 2D model for the FRC system is developed. Thus, the FRC design problem is
converted to a state feedback design problem for this continuous-discrete 2D system. A guaranteed-cost repetitive control
algorithm and its optimization are then developed for a given quadratic performance function. In the FRC such designed,
the tracking error is asymptotically stable and the quadratic performance function value is less than a specified upper bound
for all admissible uncertainties. The results are derived based on the linear matrix inequalities (LMI) which can be realized
easily by using Matlab Toolbox．Finally, the validity of the method is verified by a numerical example.
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1 引引引言言言(Introduction)
重复控制是日本学者Nakano等人于20世纪80年

代提出的一种新型控制方法. 基于内模原理, 它将
周期信号的动态模型植入系统的控制器内,从而达
到对周期性参考输入进行高精度跟踪或对周期性干

扰信号进行有效抑制的目的[1]. 但是,由于重复控制
器的时滞特性, 重复控制系统的稳定性难以得到保
证[2]. 不少学者对此进行了广泛深入的研究,不同程
度地改进了重复控制器的动态成本, 并且获得了成
功的应用[3]. She等人提出了离散时间变结构严密内

模重复控制方法[4]; Owens等人针对严格正实系统,
利用Lyapunov泛函方法, 提出了多周期重复控制器
设计方法[5];张立强等人[6]以及Park等人[7]研究了基

于PID的重复控制.然而,这些方法在选择控制器参
数时需要反复调节, 多少存在一些试凑的痕迹. 对
于鲁棒重复控制问题,近年来也吸引了不少学者的
注意. Chen和Liu在频域空间中研究了鲁棒重复控制
器的设计问题[8], 但所得结果只能适用于最小相位
系统; Ramrath等人针对特定的跟踪频率，提出了一
种基于最小–最大方法的鲁棒重复控制设计方法[9];
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Doh等人针对不确定线性系统,提出了基于LMI的低
通滤波器和重复控制器设计方法[10]. 由于重复控制
器和低通滤波器的参数相互影响,需要反复调整才
能获得比较理想的低通滤波器和重复控制器参数.
事实上,重复控制系统中存在着两种完全不同的

行为:一个周期之内的连续控制行为和各个周期之
间的离散学习行为.一个周期之内的连续控制行为
不受学习行为的影响,而跟踪精度是通过以输入信
号周期为单位的正反馈环节学习机制(离散学习行
为)来获得提高的. 现有的重复控制系统设计问题是
没有用一个合理的数学模型准确地描述控制系统中

存在的连续控制行为和离散学习行为,而是在时间
轴上混合考虑它们的综合效应,无法对重复控制中
的控制行为和学习行为独立进行设计,不能对重复
控制系统中的控制器参数进行更精确的调节[11].
另一方面,在设计一个控制系统时,有时期望设

计的控制律不仅能使闭环系统渐近稳定, 而且还使
得控制系统具有一定的鲁棒性能水平. 解决这类问
题的常用方法之一是保成本控制[12]. 近年来, 某些
控制系统的保成本控制吸引了相当多的学者的注

意, 并且取得了一些很好的结果.但是, 对于重复控
制系统的保成本控制,国内外还没有任何相关结果.
本文针对一类线性连续不确定系统,采用二维系

统理论方法[13,14]，提出一种基于二维混合模型的

保成本重复控制设计新方法.
本文中,如不作特殊说明,对称矩阵的对称部分

用∗表示.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formulation)
基本的重复控制器如图1中虚线所示部分CR.

图 1 基本的重复控制系统

Fig. 1 The basic repetitive control systems

若控制系统回路中包含CR,则相应的控制系统称为
重复控制系统[1]. CR的时域形式为：

u(t) =

{
e(t), 0 < t < L,

u(t− L) + e(t), t > L.

其中L为时滞环节的延时时间, 与参考信号的周期
一致.
文献[2]指出,当控制输出的前馈直达项D 6= 0时

可在系统中直接引入重复控制器来设计重复控制系

统.本文考虑D 6= 0时的重复控制系统设计问题.重

复控制系统结构如图2所示,设控制对象的状态空间
模型为{

ẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + (B + ∆B)u(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t).
(1a)

这里x(t) ∈ Rn为控制对象的状态, u(t) ∈ Rn 为控

制输入, y(t) ∈ Rm为状态输出.便于问题的简化,这
里仅考虑SISO情形. 时不变不确定结构为：

[∆A ∆B] = H1Γ [E1 E2]. (1b)

其中: H1,H2, E1, E2为已知常值实矩阵, 时不变不
确定矩阵Γ ∈ Rn×n,满足ΓTΓ 6 I.

图2中, 虚线所示部分CR为重复控制器. 重复控
制系统的控制律为

u(t) = Fpx(t) + Fev(t). (2)

待定向量F = [Fp Fe]为系统的控制增益.

3 最最最优优优保保保成成成本本本重重重复复复控控控制制制律律律设设设计计计(Design
of optimal guaranteed cost repetitive control
law)
对不确定线性系统(1), 定义如下线性二次型性

能指标

J =
w ∞

0
{[x(t)− x(t− L)]TQ1[x(t)− x(t− L)] +

[u(t)− u(t− L)]TR[u(t)− u(t− L)] +

eT(t− L)Q2e(t− L)}dt. (3)

其中, Q1 ∈ Rn×n, Q2 ∈ R和R ∈ Rm×m是给定

的对称正定加权矩阵.
关于保成本重复控制,引进如下定义:

定定定义义义 1 对不确定线性系统(1)和性能指标(3),
如果存在一个正数J∗和重复控制律u∗(t)使得闭
环系统跟踪误差收敛, 且性能指标满足J 6 J∗,
则J∗称为不确定线性系统(1)的一个性能上界,
称u∗(t)为不确定线性系统(1)的一个保成本重复控
制律.

针对Γ = 0, 即不确定线性系统(1)的标称系统,
对每个变量ξ(t),当t < 0时,令ξ(t) = 0,当t > 0时,
设∆ξ(t) = x(t)− x(t− L),从而,

∆ẋ(t) = A∆x(t) + B∆u(t), (4)

e(t)− e(t− L) = −C∆x(t)−D∆u(t). (5)

其中

∆u(t) = Fe∆v(t) + Fp∆x(t) =

Fee(t) + Fp∆x(t). (6)

重复控制依赖于两个独立的动态过程. 现分别
用两个变量τ和k来表示这两个动态过程的自变量,
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图 2 重复控制系统结构

Fig. 2 Configuration of the repetitive control system

其中τ为表示时间的连续变量, k为表示学习次数

的离散变量. 进一步假定:{
ξ(t) = ξ(kL + τ) := ξ(k, τ),
ξ(t− L) = ξ((k − 1)L + τ) := ξ(k − 1, τ),

则式(4)(5)转化为

∆ẋ(k, τ) = A∆x(k, τ) + B∆u(k, τ), (7)

e(k, τ)=e(k−1, τ)−C∆x(k, τ)−D∆u(k, τ). (8)

由式(7)(8)描述的控制对象与式(1)描述的截然不
同.式(1)把控制对象在一个周期内的连续控制行
为与各个周期之间的离散学习行为进行了混合描

述,但在式(7)(8)的描述中,式(7)描述的是第k个周

期内的连续控制行为,而式(8)描述的是第k − 1和
第k个周期之间的离散学习行为.由于式(7)中不包
含误差项e(k, τ),从而一个周期内的控制行为不受
学习行为的影响,这与事实相符.反之,由式(8)可
知,一个周期内的控制行为直接影响到学习行为.
这是由于控制行为收敛越快, 则对学习的需求越
低.
式(7)(8)写成向量形式, 组成了重复控制系统

的连续/离散二维混合模型:[
∆ẋ(k, τ)
e(k, τ)

]
=

[
A 0
−C 1

][
∆x(k, τ)

e(k − 1, τ)

]
+

[
B

−D

]
∆u(k, τ). (9)

从而重复控制设计问题转化为一类连续/离散二维
系统的状态反馈控制问题, 即二维状态反馈控制
器

∆u(k, τ) = [Kp Ke]

[
∆x(k, τ)

e(k − 1, τ)

]
(10)

的设计问题.

把式(5)代入式(6),得

∆u(t) = Kee(t− L) + Kp∆x(t), (11)

Ke =
Fe

1 + FeD
, Kp =

Fp − FeC

1 + FeD
. (12)

由式(12)可得

Fe =
Ke

1−DKe
, Fp =

Kp + KeC

1−DKe
. (13)

显然, 如果存在一个二维状态反馈控制增益
[Kp Ke], 则由式(13)能获得图2相应的重复控制
系统的反馈增益[Fp Fe].
由式(13)可知,学习过程主要受参数Ke(即Fe)、

控制过程主要受参数Kp (即Fp和Fe)支配. 这两个
过程既相对独立又相互影响, 其中控制过程可通
过调节Kp获得改善,而学习过程可通过调节Ke获

得改善. 重复控制系统的控制和学习过程可通过
二维状态反馈控制器(11)中的反馈增益来单独调
节.
给出主要结果之前,先给出几个必要的引理.

引引引理理理 1 (Schur补)[15] 给定常值矩阵Σ = ΣT,
则下述命题等价

1) Σ :=

[
Σ11 Σ12

∗ Σ22

]
> 0;

2) Σ11 > 0,且 Σ22 −ΣT
12Σ

−1
11 Σ12 > 0;

3) Σ22 > 0,且Σ11 −Σ12Σ
−1
22 ΣT

12 > 0.

引引引理理理 2 [16] 对任意合适维数的矩阵H , F (t)以
及E,其中FT(t)F (t)6I ,则HF (t)E+ETFT(t)HT

< 0当且仅当存在常数ε > 0, 使得εHHT +
ε−1ETE < 0成立.

本文主要结论如下:

定定定理理理 1 对系统(1)和性能指标(4), 如果存在
对称正定矩阵P1 > 0, P2 > 0以及合适维数矩
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阵Kp,Ke,使得对所有允许的不确定性,成立

P 10(A1 + ∆A1) + (A1 + ∆A1)TP 10 +

AT
2 P 11A2 − P 01 + Q + KTRK < 0, (14)

其中:



A1 =

[
A + BKp BKe

0 0

]
,

∆A1 =

[
∆A + ∆BKp ∆BKe

0 0

]
,

A2 =

[
0 0

−C −DKp 1−DKe

]
.

(15)

P 10 = diag{P1, 0}, P 01 = diag{0, P2},
P 11 = diag{P3, P2}, Q = diag{Q1, Q2},
K = [Kp Ke],

P3为任意合适维数正定矩阵, Q1, Q2和R 是给定

的对称正定加权矩阵,则重复控制律

u(t) =
Ke

1−DKe
v(t) +

Kp + KeC

1−DKe
x(t), (16)

使闭环系统稳态跟踪误差鲁棒稳定, 并且是不确
定线性系统(1)的一个保成本重复控制律,相应的
一个系统性能上界是

J 6
(
x(0)− x(−L)

)T
P1

(
x(0)− x(−L)

)
. (17)

证证证 对不确定线性系统(1), 相应的连续/离散
二维混合模型为:[

∆ẋ(k, τ)
e(k, τ)

]
=

[
A + ∆A 0
−C 1

][
∆x(k, τ)

e(k − 1, τ)

]
+

[
B + ∆B

−D

]
∆u(k, τ). (18)

在二维状态反馈控制律(10)的作用下,相应的闭环
过程为:[

∆ẋ(k, τ)
e(k, τ)

]
=

( [
A + BKp BKe

−C −DKp 1−DKe

]
+

[
∆A + ∆BKp ∆BKe

0 0

] ) [
∆x(k, τ)

e(k − 1, τ)

]
. (19)

选取二维Lyapunov函数[14]

V (k, τ) = V1(k, τ) + V2(k, τ) =

∆xT(k, τ)P1∆x(k, τ)+

eT(k − 1, τ)P2e(k − 1, τ), (20)

其中P1 > 0, P2 > 0为对称矩阵. 由于

V̇1(k, τ) = ∆ẋT(k, τ)P1∆x(k, τ) +

∆xT(k, τ)P1∆ẋT(k, τ),

以及

∆V2(k, τ) = eT(k, τ)P2e(k, τ)−
eT(k − 1, τ)P2e(k − 1, τ),

从而二维Lyapunov函数(20)的增量为

∆V (k, τ) = V̇1(k, τ) + ∆V2(k, τ) =

ζT(k, τ)Θζ(k, τ),

其中:



ζ(k, τ) :=
[
∆xT(k, τ) eT(k − 1, τ)

]T
,

Θ=(A1+∆A1)TP 10+P 10(A1+∆A1)+

AT
2 P 01A2 − P 01.

(21)

如果对所有的ζ(k, τ) 6= 0, 有∆V (k, τ) < 0, 则二
维线性连续/离散系统(18)渐近稳定. 另一方面,若

∆V (k, τ)+ξT(k, τ)(Q+KTRK)ξ(k, τ)<0,

(22)

则暗含二维线性连续/离散系统(18)渐近稳定.
式(22)还原成一维变量表示的形式,即为

V̇1(t) + eT(t)P2e(t)− eT(t− L)P2e(t− L) +

∆xT(t)Q1∆x(t) + eT(t− L)Q2e(t− L) +

∆uT(t)R∆u(t) < 0, (23)

其中V1(t) = ∆xT(t)P1∆x(t).

对式(23)两边从0到Tf →∞积分得
w Tf

0

(
∆xT(t)Q1∆x(t) + eT(t− L)Q2e(t− L) +

∆uT(t)R∆u(t)
)
dt <

−
w Tf

0

(
V̇1(t) + eT(t)P2e(t)−

eT(t− L)P2e(t− L)
)
dt =

−∆xT(t)P1∆x(t)
∣∣∣
Tf

0
−
w Tf

0
eT(t)P2e(t)dt +

w Tf

0
eT(t− L)P2e(t− L)dt =

∆xT(0)P1∆x(0)−
w Tf

0
eT(t)P2e(t)dt +

w Tf−L

−L
eT(t)P2e(t)dt =
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∆xT(0)P1∆x(0) +
w 0

Tf

eT(t)P2e(t)dt +
w 0

−L
eT(t)P2e(t)dt +

w Tf−L

0
eT(t)P2e(t)dt =

∆xT(0)P1∆x(0).

从而,易见式(17)成立. 由式(21)(22),不确定线
性系统(1)鲁棒稳定且保证式(17)成立的一个充分
条件是式(14)成立. 证毕.

定定定理理理 2 对不确定线性系统(1)和性能指标(3),
如果存在对称正定矩阵W1, W2, 标量 ε > 0以及
合适维数矩阵N, M ,使得对所有允许的不确定性,
成立 [

Θ1 Θ2

∗ Θ3

]
< 0, (24)

其中:

Θ1 =




−W2 Θ1
12 W2 −DM 0

∗ Θ1
22 BM Θ1

24

∗ ∗ −W2 0
∗ ∗ ∗ −εI


 ,

Θ2 =




0 0 0 0
0 NT W1 0

MTET
2 MT 0 W2

0 0 0 0


 ,

Θ3 = diag{−εI,−R−1,−Q−1
1 ,−Q−1

2 },
Θ1

12 = −CW1 −DN,

Θ1
22 = W1A

T + AW1 + NTBT + BN + εH1H
T
1 ,

Θ1
24 = W1E

T
1 + NTET

2 .

Q1, Q2和R是给定的线性二次型性能指标的对称

正定加权矩阵,则重复控制律(16)使闭环系统鲁棒
渐近稳定且跟踪误差收敛,其中

Kp = NW−1
1 , Ke = MW−1

2 . (25)

另外, 该重复控制律是不确定线性系统(1)的一个
保成本重复控制律,相应的一个系统性能上界是:

J 6
(
x(0)− x(−L)

)T
W−1

1

(
x(0)− x(−L)

)
.

(26)

证证证 由引理1,式(14)等价于式(27),


−P3 0 0 0
∗ −P2 Λ1 Λ2

∗ ∗ Λ3 P1(B+∆B)Ke+KT
p RKe

∗ ∗ ∗ Q2−P2+KT
e RKe


<0,

(27)

其中:

Λ1 =−P2(C + DKp),

Λ2 = P2(1−DKe),

Λ3 = (A + BKp + ∆A + ∆BKp)TP1 + Q1 +

P1(A + BKp + ∆A + ∆BKp) + KT
p RKp.

由于移除式(27)的第1行和第1列不改变负定性,因
此,式(27)等价于


−P2 − P2(C+DKp) P2(1−DKe)
∗ Q1+Λ4 P1BKe+KT

p RKe

∗ ∗ Q2−P2+KT
e RKe


+




0 0 0
∗ Λ5 P1∆BKe

∗ ∗ 0


 < 0, (28)

其中:

Λ4 =(A+BKp)TP1+P1(A+BKp)+KT
p RKp,

Λ5 = (∆A + ∆BKp)TP1 + P1(∆A + ∆BKp).

设P−1
1 = W1, P−1

2 = W2,并对式(28)两边同时先
后左乘和右乘矩阵diag{W2,W1,W2},得


−W2 − (C + DKp)W1 (1−DKe)W2

∗ Λ6 Λ7

∗ ∗ Λ8


 ·




0 0 0
∗ Λ9 Ke∆BW2

∗ ∗ 0


 < 0, (29)

其中:

Λ6 = W1(Q1 + KT
p RKp)W1 +

W1(A + BKp)T + (A + BKp)W1,

Λ7 = KeBW2 + W1K
T
p RKeW2,

Λ8 = −W2Q2W2 −W2 + W2K
T
e RKeW2,

Λ9 = W1(∆A + ∆BKp)T + (∆A + ∆BKp)W1.

式(29)第2项可以进一步写为

H̄Γ̄ Ē + ĒTΓ̄TH̄T. (30)

其中:

H̄ =




0 0 0
0 H1 H1

0 0 0


 , Γ̄ = diag{Γ, Γ, Γ},

Ē = diag{0, (E1 + E2Kp)W1, E2KeW2}.
由引理2,
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H̄Γ̄ Ē + ĒTΓ̄TH̄T < 0

等价于

εH̄H̄T + ε−1ĒTĒ < 0.

令KpY = N , KeZ = M , 并应用引理1, 易证
式(29)等价于式(24). 证毕.
矩阵不等式(24)是矩阵变量W1, W2, N, M以

及标量ε的一个线性矩阵不等式, 因此可以利
用MATLAB中的LMI工具箱方便的求解. 下面的
定理给出了最优保成本重复控制律问题的解.

定定定理理理 3 对不确定线性系统(1)和性能指标(3),
如果以下优化问题

min(α) (31)

使得:

1)式(24)成立;

2)

[
−α (x(0)− x(−L))T

∗ −W1

]
< 0

有解(W̄1, W̄2, N̄ , M̄),则重复控制律

u(t) =
Ke

1−DKe
v(t) +

Kp + KeC

1−DKe
x(t) (32)

是不确定系统(1)的最优保成本重复控制律,其中

Kp = N̄W̄1, Ke = M̄W̄2. (33)

证证证 由定理2, 如果定理3中的条件满足, 则重
复控制律(32)控制律是不确定线性系统(1)的一个
保成本重复控制律.最小化系统性能上界,等价于
在线性矩阵不等式(24)成立的条件下式(36)的优
化问题.由于非线性项和W−1

1 的存在, 式(37)的闭
凸优化问题不能直接求解. 不妨假定存在α > 0,
满足

(
x(0)−x(−L)

)T
W−1

1

(
x(0)−x(−L)

)
<α, (34)

由引理1, 式(24)和式(35)分别等价于定理3中的条
件1)和2). 证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical simulation)
设控制对象具有如下参数:



A =

[
0 1

−1 − 5

]
, B =

[
0.5
0

]
,

C = [1 0], D = 2,

H1 =

[
0 0
1 0.1

]
, Γ =

[
c 0
0 c

]
, c∈ [−1, 1],

E1 =

[
1 0
0 1

]
, E2 =

[
0.5
0

]
.

(35)

参考输入为:

r(t) = sin
2πt

10
+ 0.5 sin

4πt

10
+ 0.5 sin

6πt

10
,

初始状态为:

x(t) = [0.5et − 0.5et]T,−10 6 t 6 0.

选择c = 0.1, R = 1.0, Q1 = 100I, Q2 = 1.0. 根
据定理2, 应用MATLAB中的LMI工具箱, 求得重
复控制器参数为:

Fp = [−0.4398 0.0453], Fe = 3.1734. (36)

系统仿真结果示于图3. 经过2个周期后, 对系
统的容许不确定性, 系统输出便基本进入了稳定
状态, 并且稳态相对误差渐近收敛于0, 系统输出
能较好的跟踪参考输入.

5 结结结论论论(Conclusion)
针对一类线性连续不确定系统, 将二维系统

方法引入到重复控制设计中, 提出一种基于连
续/离散二维混合模型的保成本鲁棒重复控制设
计方法. 线性二次型性能指标的引入, 实现了重
复控制过程学习行为和控制行为的独立调节, 提
高了跟踪精度. 控制律的存在条件和参数优化
方法以线性矩阵不等式形式给出, 可以方便的利
用MATLAB中的LMI工具箱求解. 仿真研究表明
了该方法有效可行,适合于实际应用.

min{(x(0)− x(−L))TW−1
1 (x(0)− x(−L))} =

min{tr(W−1
1 (x(0)−x(−L))T(x(0)−x(−L)))}.

(37)

(a) 参考信号(点线) 跟踪输出(实线)

(b) 控制输入
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(c) 跟踪误差

图 3 仿真结果

Fig. 3 Simulation results
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