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视视视故故故障障障为为为结结结构构构不不不确确确定定定项项项的的的鲁鲁鲁棒棒棒可可可靠靠靠跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

欧阳高翔, 倪茂林, 孙承启

(北京控制工程研究所空间智能控制技术国家级重点实验室,北京 100190)

摘要:针对含执行机构故障的凸面体不确定系统,本文基于二次型分离算子给出了一种鲁棒可靠跟踪控制器的
设计方法. 利用不确定系统鲁棒镇定时的拓扑分离特性,采用无损S-procedure获得二次型分离算子,对执行机构故
障和系统描述矩阵进行解耦,在此基础上将故障模型的结构信息引入到控制器设计中,从而减少系统设计的保守
性. 并将可靠控制器设计转化为线性矩阵不等式表述的凸优化问题,利用已有的工具包对其快速求解. 最后给出某
飞行器纵向运动控制的设计实例,仿真结果验证了设计方法的有效性和优越性.
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Robust reliable tracking controller design when the fault is viewed as
a structural uncertainty
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Abstract: Based on the quadratic separator, the design of a robust reliable tracking controller is investigated for a
class of polytopic systems with actuator failures. By making use of the robust stabilization characterized by topological
separation of uncertain systems, a quadratic separator is designed to separate the matrix standing for fault model from
system parameters via the lossless S-procedure. The structure information of the faulty actuator model is introduced into
the reliable controller design on the basis of the separation, reducing the design conservativeness. In addition, the condition
for the existence of a robust reliable tracking controller can be reduced to a linear matrix inequality (LMI) which is easy
to be solved numerically. Finally a flight example is given to demonstrate the effectiveness and superiority of the robust
reliable tracking controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
控制系统由于工作条件的改变而可能引起参数

的变化. 因此在控制器设计之初就要充分考虑参数
不确定性所带来的影响,然而除了考虑系统参数不
确定性外,真实系统尤其是航空航天等系统,由于复
杂多变的外界环境和长时间的运行都有可能导致系

统执行机构或传感器的故障发生. 因此在控制系统
设计之初还应该对系统执行机构等部件可能发生的

故障加以考虑,从而在给定的故障模式下也能保证
系统渐近稳定并维持可接受的性能指标.

关于系统可靠控制研究, 早期方法[1,2]多基

于Riccati和Lyapunov方程来进行控制器设计, 从而
解决系统故障镇定问题.现阶段可靠控制不仅考虑
故障镇定, 同时还关注在故障发生时系统是否能够

提供可接受的性能指标.这样的控制任务可转化为
多目标优化问题,因此目前应用较为广泛的是采用
诸如LMI等优化技术进行系统可靠控制器的设计.
最新文献[3, 4]中对执行机构故障进行数学建模时采
用了连续故障模型, 从而造成其数学描述是一个含
不确定参数的对角阵, 因此需对其进行适当的逼近
简化处理. 从文献[3, 4]可知上述逼近处理是将该连
续故障模型看作是一个范数有界的无结构不确定

项, 并采用有损S-Procedure[5]将原非凸问题转化为

凸问题对其数值求解. 然而这类采用范数逼近故障
模型的方法, 并没有充分利用故障描述矩阵的结构
信息,因此所获得的控制器并不能处理参数不确定
系统在执行机构多通道内同时发生故障时的鲁棒镇

定问题.

收稿日期: 2007−01−17;收修改稿日期: 2008−04−30.
基金项目: 国家自然科学基金重点资助项目(60774002, 90405017).
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由于执行机构连续故障模型具有明显的对角结

构,本文将该故障模型视为结构不确定项,并将不确
定系统鲁棒稳定时的拓扑分离特性[6]推广到系统可

靠控制设计中. 通过采用无损S-procedure获得的二
次型分离算子, 将不含故障的系统参数空间与故障
参数空间进行分离, 在此基础上对故障模型进行凸
胞逼近,从而将故障模型的结构信息引入到控制器
设计中, 使得闭环系统能够在执行机构多通道内同
时发生故障时也能保持渐近稳定. 通过理论分析可
知基于范数逼近的可靠控制器设计方法[3,4]实际上

是对分离算子进行对角化处理, 因此可作为本文结
果的特殊形式而存在.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下含有不确定参数θ的连续系统:


ẋ(t)
y(t)
z(t)


=




A(θ) B1(θ) B2(θ)
C1(θ) D11(θ) D12(θ)
C2(θ) D21(θ) D22(θ)







x(t)
u(t)
ω(t)


 , (1)

其中: x(t) ∈ Rn是系统状态变量, y(t) ∈ Rp是

系统测量信号, ω(t) ∈ Rq是系统所有的外部

输入信号, u(t) ∈ Rm是系统控制输入, z(t) ∈
Rl是系统输出信号. 系统参数矩阵都是包含
有参数θ的不确定性矩阵, 为书写方便将9元
组 (Ai, B1i, B2i, C1i, C2i, D11i, D12i, D21i, D22i) 记
为Si. 假定构成系统(1)的不确定参数矩阵组(A,B1,

B2, C1, C2, D11, D12, D21, D22)是集合Ω中基元的

凸组合,即

Ω
∆= Co{S1, S2, · · · , SE} =

{
E∑

i=1

θiSi; θi > 0,
E∑

i=1

θi = 1, i = 1, 2, · · · , E}. (2)

其中: Si是集合Ω中的顶点, E为顶点个数,则把
满足(2)的不确定模型称为多胞模型[5].

下面引入执行机构连续故障模型[4]:

uf (t) = Fu(t), (3)

其中: F ∈ Rm为执行机构连续故障描述矩阵,
F = diag{f1, f2, · · · , fm}, 且0 6 fj 6 1(j =
1, 2, · · · ,m).

从上面的定义中,不难看出执行机构故障描述矩
阵F是一个包含不确定参数fj且具有对角结构的不

确定矩阵,为了讨论方便把具有形如(4)的一类不确
定矩阵全体记为:

∆
∆=





=




δ1 0
. . .

0 δm


 : δi ∈ [0, 1]





. (4)

现在要研究的可靠控制问题便是基于多胞模

型(2)描述的不确定性系统(1),并考虑执行机构故障
模型(3),对所有可能取值的故障描述矩阵F ∈ ∆,设
计状态反馈控制器使得闭环系统满足:

1)在故障发生时闭环系统能够渐近稳定;

2)故障发生时闭环系统输出信号能够渐近跟踪
参考信号.

为消除稳态误差而在状态向量中增加跟踪误差

积分项,同时考虑执行机构连续故障模型(3),于是对
原系统(1)适当扩维得到如下增广系统:


ξ̇(t)
y(t)
z(t)


 =




Ã(θ) B̃1(θ)F B̃2(θ)
C̃1(θ) D̃11(θ)F D̃12(θ)
C̃2(θ) D̃21(θ)F D̃22(θ)







ξ(t)
u(t)
ω(t)


 .

(5)

其中状态变量ξ(t) = [
w t

0
eT(t)dt xT(t)]T, 而e(t)为

稳态跟踪误差. 则对应的增广系统参数矩阵为:



Ã=

(
0−GC2

0 A

)
, B̃1 =

(
0

B1

)
, B̃2 =

(
I 0
0 B2

)
,

C̃1 =

(
0

CT
1

)T

, C̃2 =
(

0 CT
2

)T

.

(6)

其中G是执行机构通道选择阵, 此外假定D̃ij =
0, i, j = 1, 2.

如果考虑全状态反馈, 即u =Kx, 则增广系
统(5)的闭环状态方程为:(

Acl Bcl

Ccl Dcl

)
=

(
Ã + B̃1FK B̃2

C̃2 0

)
. (7)

引引引理理理 1 (S-Procedure)[5] 给定一组适维的对称
矩阵{Ai}m

i=0, 如果存在非负标量{ρ}m

i=1, 使得A0 −
m∑

i=1

ρiAi > 0,则有:

m⋂
i=1

{
x∈Rn

∣∣xTAix>0
}⊂{

x∈Rn
∣∣xTA0x>0

}
.

(8)

引引引理理理 2 [7] 对于任何对称矩阵Q = QT, 矩
阵V以及定义在紧集上的实矩阵集合H, 则下面给
出的两个条件(9) (10)是等价的.

1) ∀H ∈ H,且∀ξ 6= 0, ξ ∈ Ker(HV ),

ξTQξ < 0. (9)

2) 对于一个给定的对称阵Θ = ΘT, 对于∀H ∈
H, NH = Ker(H),使得如下不等式成立:

Q + V TΘV < 0, NT
HΘNH > 0. (10)

引引引理理理 3 [8] 假定存在实对称矩阵Q,R > 0及矩
阵S,使得:
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[

I

W

]T [
T S

ST R

][
I

W

]
< 0, T − SR−1ST < 0,

(11)
则不等式(11)和下面条件等价[

WT

−I

]T [
T S

ST R

]−1 [
WT

−I

]
> 0. (12)

引引引理理理 4 如果Π ∈ ∆, 其中∆是(4)中定义
在实域上的结构化不确定项集合, 则下面不等
式(13)∼(15)所表述的3个条件是等价的.

Φ + AΠB + BTΠAT < 0, (13)

Φ + εBTB + ε−1AAT < 0. (14)

其中ε是正标量.






I 0
0 A

0 I

B 0




T 


Φ I 0 0
I 0 0 0
0 0 T S

0 0 ST R







I 0
0 A

0 I

B 0


 < 0,

[
Π

I

]T [
T S

ST R

][
Π

I

]
> 0.

(15)

这里的T, R是对称矩阵, S是适维的方块阵. 此
外, 条件(14)(15)分别确定了如下分离算子集合:
P0 = {Θ|Θ =diag{−εI, εI}}, 以及满足如下条件
的分离算子P1:

P1
∆= {Θ |

[
Π

I

]T

Θ

[
Π

I

]
> 0, Θ =

[
T S

ST R

]
}.

(16)

其中式(16)中的Θ ∈ R2m×2m,∀Π ∈ ∆. 于是有
集合关系: P0 ⊂ P1.

证证证 首先证明不等式(13)与(15)是等价的. 对
于∀x 6= 0不 等 式(13)有xTΦx + xTAΠBx +
xTBTΠTATx < 0,同时令y = ΠBx,则有[

x

y

]T [
Φ A

AT 0

][
x

y

]
< 0.

定义如下矩阵

H = [−I Π ], V =

[
0 I

B 0

]
⇒ HV

[
x

y

]
= 0,

Ker(H) =

[
Π

I

]
.

根据引理2可直接得到不等式(15), 亦即不等
式(13)与(15)是等价的. 下面说明由条件(15)可以得
到条件(14),考虑到结构化不确定项Π所满足的范数

条件|Π| < 1并根据引理1,如果存在正标量ε使得如

下不等式成立:[
Π

I

]T

Θ

[
Π

I

]
−ε

[
Π

I

]T [
−I 0
0 I

][
Π

I

]
> 0. (17)

于是定义(16)中的不等式条件自然成立, 特别地
取Θ = diag{−εI, εI}, 则不等式(17)显然满足. 根
据Θ的上述取值和简单的代数操作,不等式(15)可以
写成: [

Φ + εBTB A

AT −εI

]
< 0. (18)

由Schur补引理可得到不等式(14). 至于(14)⇒(13)的
具体证明细节可参看文献[5]. 根据上面的证明过程
显然有P0 ⊂ P1.

注注注 1 条件(13)与(14)的等价关系是已有的理论结果,

引理4从分离算子的角度对该结果进行了重新证明, 主要

是为了说明条件(15)相比于条件(14)而言放松了,前者不仅

考虑了不确定参数Π的大小信息而且还考虑了其结构等信

息.

3 可可可靠靠靠跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计(Design of reliable
tracking controller)
本节针对含执行机构故障的不确定系统(7), 给

出其可靠跟踪控制器存在的充分条件.

定定定理理理 1 对于含执行机构故障的不确定系

统(7), 如果存在正定对称矩阵Y , 对称矩阵T,R以

及矩阵M, S,使得如下不等式






I 0
ÃY B̃1

0 I

M 0




T 


0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 T S

0 0 ST R







I 0
ÃY B̃1

0 I

M 0


 < 0,

[
4
I

]T [
T S

ST R

][
4
I

]
> 0

(19)

成立,其中4 ∈ ∆,则在状态反馈控制律u = Kx满

足上节所给出的两个控制任务, 且增益阵为K =
MY −1.

证证证 由二次稳定条件可知要求存在正定矩

阵X使得如下不等式成立:

(Ã + B̃1FK)TX + X (Ã + B̃1FK) < 0. (20)

对式(20)进行合同变换diag{Y , I}, Y = X−1, 并做
变量替换M = KY ,根据引理4可得:[

Y ÃT + ÃY B̃1

B̃T
1 0

]
+

[
0 I

M 0

]T

Θ

[
0 I

M 0

]
< 0. (21)

即为式(19),其中Θ ∈ P1, F ∈ ∆.
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由于结构化不确定项集合∆是无穷维的,因此需
要对集合∆做适当的简化处理, 为此假定集合∆也

是一个凸胞集合.

下面定义集合P1的一个子集Ps:

Ps ∆= {Θ ∈ P1 : T < 0} ⊂ P1. (22)

于是如果要求Θ ∈ Ps,当且仅当下面条件成立:[
4i

I

]T

Θ

[
4i

I

]
> 0, i = 1, 2, · · · , N, T < 0. (23)

注注注 2 一般Ps是严格包含于P1, 但由于式(7)是仿射

依存于F则暗含了T < 0,因此对集合P1做T < 0的条件限

制并不会引入任何保守性[8],即有Ps = P1.

定理1中不等式条件(19)还不是标准的LMI形式,
为此进一步通过引理3得到可数值求解的矩阵形式.

定定定理理理 2 对于含执行机构故障的不确定系

统(7), 如果存在正定对称矩阵Y, R̃和对称矩阵T̃ ,
以及矩阵M, S̃,使得如下不等式[

−I

4i(δk)T

]T [
T̃ S̃

S̃T R̃

][
−I

4i(δk)T

]
6 0, (24)

Ξ > 0, (25)

成立, 其中4i(δk)T ∈ ∆̃, 其中∆̃ , {4|4 ∈
[0, 1]}, k = 1, · · · ,m, i = 1, · · · , N ,此外还有:



Ξ =




Y TÃT MT

−I 0
B̃T

1 0
0 −I




T


0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 T̃ S̃

0 0 S̃T R̃







Y TÃT MT

−I 0
B̃T

1 0
0 −I


 ,

Θ̃=

[
T̃ S̃

S̃T R̃

]
=

[
T S

S R

]−1

=Θ−1, Θ∈Ps, R̃>0,

(26)

则存在状态反馈控制律u = Kx,满足前面给出的控
制任务,其中增益矩阵为K = MY −1.

证证证 不等式(21)可等价写成


I 0
0 I

ÃY B̃1

M 0




T

WT




0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 T S

0 0 ST R


W




I 0
0 I

ÃY B̃1

M 0


 < 0.

(27)
其中W是一个初等行变换矩阵,根据引理3可得:

[∗]T (W−1




0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 T̃ S̃

0 0 S̃T R̃


W−T)




Y TÃT MT

B̃T
1 0

−I 0
0 −I


 > 0.

(28)

再将W的具体表达式带入式(28)经过简单的线性
代数运算即得式(25), 而式(24)直接由引理3可得.
此外如同式(22)中对集合的凸性限制还要求条
件R̃ > 0满足, 使得在LMI数值计算中集合∆̃可以

用凸面体来表示. 证毕.

由于不确定系统(7)中的参数矩阵都包含有不确
定参数θ, 在基于多胞模型(2)的假定下可以进一步
得到如下推论.

推推推论论论 1 基于多胞模型的不确定性系统(7),
如果存在对称正定矩阵Y, R̃和对称矩阵T̃ , 以及矩
阵M, S̃,使得如下不等式[

−I

4i(δk)T

]T [
T̃ S̃

S̃T R̃

][
−I

4i(δk)T

]
6 0, (29)

其中4T
i ∈ ∆̃1 ⊂ ∆̃, k = 1, · · · ,m, i = 1, · · · , N .




Y TÃT
j MT

−I 0
B̃T

1j 0
0 −I




T 


0 I 0 0
I 0 0 0
0 0 T̃ S̃

0 0 S̃T R̃







Y TÃT
j MT

−I 0
B̃T

1j 0
0 −I


 > 0

(30)
成立, 则存在状态反馈控制律u = Kx, 使得闭环
系统满足上节给出的两个控制任务,其中增益矩阵
为K = MY −1.

根据凸面体定义和定理2可证明上述推论.

注注注 3 在本文将基于条件(20)的设计方法称为标准控

制器设计.而基于推论1的设计方法称为可靠控制器设计.

4 飞飞飞行行行器器器控控控制制制系系系统统统设设设计计计实实实例例例(A flight con-
trolling example)
考虑某战斗机纵向飞行的线性化运动模型[9],系

统状态变量为迎角α和俯仰角速率q,控制输入为升
降舵δE和油门杆的偏转角δPTV . 系统参数矩阵:

A1 =

[
−1.175 0.9871
−8.458 −0.8776

]
,

B1 =

[
−0.194 −0.03593
−19.29 −3.803

]
,

A2 =

[
−2.328 0.9831
−30.44 −1.493

]
,

B2 =

[
− 0.3012 −0.05866
−38.43 −7.815

]
,

A3 =

[
− 2.452 0.9856
−38.61 −1.34

]
,

B3 =

[
−0.2757 −0.05226
−37.36 −7.247

]
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表示在不同高度和马赫数下的飞行器平衡工作点处

的线性化模型. 并设定参考信号r(t) = 1rad/s,执行
机构信道选择矩阵G = 1.

对战斗机纵向飞行控制进行标准控制器设计得

到增益矩阵Ks; 而按可靠控制器设计得到增益矩
阵Kr.

Ks =

[
−0.4492 1.7172 1.9111

1.8236 −6.6188 −8.1956

]
,

Kr =

[
−0.1173 0.7052 1.7789
−0.2304 1.6554 3.4763

]
.

当执行机构无故障时即F = I , 在控制器Ks,
Kr作用下闭环系统均能渐近稳定, 且输出q也能

保证渐近跟踪参考信号r(t). 而如果考虑执行机
构在t = 20 s发生故障时, 并且故障矩阵取F =
diag{0.2, 0.5}. 此时, 由标准控制器Ks构成的闭环

系统失去稳定, 如图1(b)所示; 而由可靠跟踪控制
器Kr构成的闭环系统保持稳定, 且输出q还能够渐

近跟踪参考信号r(t),如图1(a)所示. 此外,在上述故
障发生的条件下,由文献[4]给出的控制器设计方法
没有可行解存在.

图 1 故障情形下的俯仰角速率跟踪曲线

Fig. 1 Response curve of pitch angle in the case of faults

5 结结结论论论(Conclusion)
本文利用不确定系统鲁棒镇定下的拓扑分离特

性以及无损S-procedure获得二次型分离算子, 从而
对系统参数矩阵和故障描述矩阵进行解耦,在此基
础上将故障模型的结构信息引入到控制器设计中,
以减少系统设计的保守性. 通过理论分析可知采用
范数逼近的设计方法实际上是对分离算子进行对角

化处理, 因此基于分离算子的设计方法较已有的范
数逼近设计方法而言是一个更一般性的结论.最后,
将文中给出的可靠设计应用到某战斗机纵向飞行控

制中, 其仿真结果验证了本文给出的设计方法对于
执行机构故障和不确定参数扰动都具有较好的鲁棒

性.
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