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摘要:提出了一种利用MGS(modified Gram-Schmidt)算法建立模糊ARMAX模型的方法,给出了基于MGS算法的
模型结构和参数辨识的一体化方法. 利用MGS正交变换对通过GK模糊聚类的聚类结果进行变换,确定对模型贡献
大的规则,删除对模型贡献小的规则,同时对模型中的参数进行估计.本文提出的方法能够实现模糊模型的结构和
参数的优化. 仿真结果表明,本文提出的方法能够建立非线性系统的模糊ARMAX模型.
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Fuzzy modeling based on fuzzy ARMAX model
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Abstract: The MGS (modified Gram-Schmidt) algorithm is proposed to construct the fuzzy ARMAX model. An inte-
grated algorithm for structure identification and parameter identification of fuzzy model is given based on MGS algorithm.
The result from GK fuzzy clustering is transformed to confirm the important rules and to remove the less important rules
by means of MGS transformation. The parameters of fuzzy model are estimated via the proposed method; and the structure
and parameters of fuzzy model are optimized. Simulation results show that the fuzzy ARMAX model of non-linear system
can be built by the proposed algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
基 于T-S模 型 可 以 形 成 模 糊ARMAX模 型,

即FARMAX模型. 对于FARMAX模型的结构辨识,
本质上是确定模糊模型的规则, 及规则数. 对于模
糊模型的结构辨识, 现在主要有模糊网格法、模糊
聚类法、模糊决策树[1∼3]. 但是对于聚类方法的有效
性, 网格划分的判别准则却没有一个完整的理论和
方法. 因此, 模糊模型的简化是模糊模型结构辨识
中的最主要的任务. Wang[4]提出了一种基于Gram-
Schmidt正交化算法来确定模糊系统的基函数的方
法. 该方法采用了Gram-Schmidt正交化算法对模糊
基函数进行正交化, 然后根据输出矢量在正交化模
糊基函数上的投影大小选取模糊基函数.

本文提出了一种利用MGS(modified Gram-
Schmidt)算法建立模糊ARMAX模型的方法, 给出

了基于MGS算法的模型结构和参数辨识的一体化
方法. 利用MGS正交变换对通过GK模糊聚类的聚
类结果进行变换,确定对模型贡献大的规则,删除对
模型贡献小的规则,同时对模型中的参数进行估计.
本文提出的方法能够实现模糊模型的结构和参数的

优化. 仿真结果表明,提出的方法能够方便快捷地实
现非线性系统的建模.

2 模模模 糊糊糊ARMAX模模模 型型型 的的的 描描描 述述述 和和和 参参参 数数数 估估估
计计计(Description of fuzzy ARMAX model and
parameter estimation)

2.1 模模模 糊糊糊ARMAX模模模 型型型 的的的 描描描 述述述(Description of
fuzzy ARMAX model)

对于多输入多输出(MIMO)的系统,可以分解成
多个多输入单输出(MISO)系统,因此这里以MISO系
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统为例进行讨论.其模型为:
Ri : if y(t− τ) is Ai1, · · · ,

up(t− τp − np) is Ai,ny+n1+n2+···+np+1,

then yi = pi0 + pi1y(t− τ) + · · ·+
pi,ny+n1+···+np

up(t− τp − np).

(1)

其中: Ri是第i条规则, Aij是模糊集合(i = 1, 2, · · · ,

c, j = 1, 2, · · · , ny + 1 +
p∑

i=1

(ni + 1)), 其隶

属函数为µAij
, 隶属度函数中的参数是前件

参数; yi为后件线性函数的输出; Pij是后件参

数; u1(·), · · · , up(·)是输入变量, y(·)是输出变量;
τ, τ1, · · · , τp是滞后时间; ny, n1, · · · , np是输入变量

的阶数.

为了方便,令x1, x2, · · · , xM为



x1 = x1(t) = y(t− τ),
...

xny+1 = xny+1(t) = y(t− τ − ny),
...

xM = xM(t) = up(t− τp − np).

(2)

这里M = ny + 1 +
p∑

i=1

(ni + 1). 模型(1)能够以下列

形式表达: 设x1, x2, · · · , xM是系统的输入变量, 将
模糊模型(1)经聚类方法转换后,可以变成如下形式:

Ri : if Z is Z̄i, then yi = ΘT
i Ẑ, i=1, 2,· · ·, c. (3)

其中: Z是输入向量, Z = (x1, · · · , xM)T ∈ RM ,
Z̄i是第i类的中心向量, Z̄i = (x̄i1, · · · , x̄iM)T,
µi是输入向量在第i类里的隶属度, yi是第i条规

则的后件输出, Θi为第i条规则的后件参数向量,
Θi = (pi0, · · · , piM)T, Ẑ是后件部分的输入向量,
Ẑ = (1, x1, · · · , xM)T, c为规则数.下面基于式(3)形
式的模糊模型来研究辨识方法.

2.2 参参参数数数估估估计计计(Parameter estimation)

对于给定的N个输入输出数据对{Zk, yk}, k =
1, 2, · · · , N , 其 中Zk是M维 输 入 向 量, Zk =
(x1k, x2k, · · · , xMk)T, 可以转化成观测矩阵Ze,
Ze为[1, Z]的 矩 阵, 其 行 向 量 为[1, ZT

k ], Ze ∈
RN(M+1). 另外, 将每条规则的权重µik(i =
1, 2, · · · , c, j = 1, 2, · · · , N)形成一个N × N维

的 对 角 阵, 即Γi, Γi ∈ RN×N , diag{Γi} =
(µ1i, µ2i, · · · , µNi), i = 1, 2, · · · , c. 这样形成一个
新的矩阵Z,即

Z = [Γ1Ze, Γ2Ze, · · · , ΓcZe]. (4)

另外, 被估计的参数向量Θ(Θ ∈ Rc(M+1))为Θ =
[θT

1 , θT
2 , · · · , θT

c ]T,其中θi = [pi0, pi1, · · · , piM ]T. 这
样模型(3)的输出变为下列形式:

Y = Z ·Θ + e. (5)

其中: Y = [y1, y2, · · · , yN ]T, e为逼近误差. 应用最
小二乘,通过式(6)可以估计参数.

Θ = (ZTZ)−1ZTY. (6)

3 模模模糊糊糊模模模型型型的的的化化化简简简和和和数数数据据据压压压缩缩缩(Simplifica-
tion and data compression of fuzzy model)
若用最小二乘法解如式(6)超定方程, 求解模型

的参数,需要解决以下几个问题:

1) 在基于模糊模型的建模过程中, 往往采用模
糊聚类的方法,但是如果聚类效果不好,使各类之间
存在线性相关性.

2)在工程实际应用中, 由于噪声和干扰的存在,
以及变量之间的耦合,使输入变量之间存在线性相
关性.

对于1) 2)两个问题,会使ZTZ 形成奇异矩阵,即
使不是奇异矩阵,但由于ZTZ存在着近似为零的特

征值,使得Θ的估计变得不可信. 对于模糊模型(3)来
说, 它的参数向量总含有一些对建模贡献非常小的
元素. 如果在辨识参数向量之前, 通过一定的方法,
确定出这些元素所在的位置,然后将它们从中删除,
重构模型(3), 这样既降低了式(3)的维数, 又有利于
降低计算量和提高辨识精度.

本文采用文[5]提出的GK模糊聚类方法,由于篇
幅的限制,这里不再赘述. 经过聚类后得到如下形式
的模糊推理关系矩阵:

U =




µ11 µ12 · · · µ1c

µ21 µ22 · · · µ2c

...
...

...
...

µN1 µN2 · · · µNc




. (7)

对式(7)的模糊推理关系矩阵进行正交分解

U = W ·A, (8)

其中: W是正交矩阵, A为对角线是1, 其他元素
为αij(i = 1, 2, · · · , c, j = i + 1, · · · , c)的上三
角矩阵. 为了确定各规则模型对系统贡献的大
小, 用W代替U来确定模型规则. 首先, 将W的列

向量构建成一个对角阵Wi, Wi = diag{ωi}, i =
1, 2, · · · , c. 用Wi代替Γi,这样就有新的输入矩阵Z ′,
Z ′ = [W1Ze,W2Ze, · · · ,WcZe],这样模糊模型(3)可
以转化为下列形式:

Y = Θ′ · Z ′, (9)
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其中:

Θ′ = [gT
1 , gT

2 , · · · , gT
c ]T,

gi = [gi0, gi1, · · · , giM ]T.

下面根据MGS原理来简化模糊模型. 设

u
(0
i = ui = [µ1i, µ2i, · · · , µNi]T, i = 1, 2, · · · , c,

Γ
(0
i = diag{u(0

i },
(即矩阵Γ

(0
i 的对角线上元素为u

(0
i 向量内的元素),

P
(0
i = Γ

(0
i Ze, i = 1, 2, · · · , c, Y (0 = Y . 则模糊模型

结构和参数确定过程如下:

1) k = 1;

2) 计算

P
(i
k =

< P
(k−1
i , Y (k−1 >

< P
(k−1
i , P

(k−1
i >

,

[err]i =
(P (i)

k )2 < P
(k−1
i , P

(k−1
i >

< Y, Y >
, i = k, · · · , c;

3) 设[err]k = max{[err]i, k 6 i 6 c}, 则矩
阵U (k−1的第i列与第k列交换.为方便起见交换后的
矩阵仍记为U (k−1,同时矩阵A中的第i列与第k列的

前k − 1个元素交换;

4) 正交化估计参数

ωk = u
(k−1
k , αki =

< ωk, u
(k−1
i >

< ωk, ωk >
, (10a)

u
(k
i = u

(k−1
i − αkiωk, Γi = diag{u(k

i }, (10b)

P
(k
i = Γ

(k
i Ze, i = k + 1, · · · , c, (10c)

Wk = diag{ωk}, Zk = [WkZe], (10d)

gk =
< Zk, Y

(k−1 >

< Zk, Zk >
,Y (k = Y (k−1 − gkZk; (10e)

5) 若1 −
Ms∑
i=1

[err]i = ρ 6 ρmax, 则算法结束; 否

则, k = k + 1,转到第2)步.
通过上述步骤求得参数向量Θ′, Wk(k =

1, 2, · · · ,Ms和规则数Ms, 通过下式回代, 求得向
量Θk.

ΓkXeΘk = WkXegk, 1 6 k 6 Ms. (11)

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation example)
例例例 设非线性系统为:

y(t + 1) =
y(t) + y(t− 1)

1 + y(t)2 + y(t− 1)2
+ u(t)3. (12)

从被辨识对象(12)中产生500个样本点, 这500个
样本点是利用输入信号产生的. 利用本文提出的
模糊建模方法对上述非线性系统进行建模. 在建
模中将y(k), y(k − 1), u(k)作为输入量, 用500对输

入输出数据, 采用GK模糊聚类方法进行模糊聚类,
c = 15. 通过本文提出的正交分解后,每条规则对于
建模所提供的贡献如表1所示.

表 1 每条规则对于建模所提供的贡献
Table 1 Provided contribution by each rule for

modeling

rule [err]i rule [err]i rule [err]i

11 0.7052 5 0.1371 7 0.878
14 0.0398 1 0.00926 3 0.006038
8 0.003691 4 0.002951 9 0.000843
15 0.000843 12 0.000530 10 0.000330
2 0.00028 13 0.00019 6 0.00012

通过表1分析, 模糊模型的第1, 3, 8, 4, 9, 15, 12,
10, 2, 13, 6条规则对于建模的贡献基本没有, 因
此本文采用了第11, 5, 7, 14 条规则作为最后描
述模糊模型的规则. 这样经过辨识后, 均方误差
为0.0209. 图1给出了辨识模型的输出与实际输出的
比较,图2为误差曲线.

图 1 辨识模型的输出与实际输出的比较

Fig. 1 Comparison between the output of model and

the output of real system

图 2 误差曲线

Fig. 2 Error diagram

从图1辨识结果和图2的误差曲线,可以看出本文
提出的方法可以建立非线性系统的模型, 并能够提
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高模型的辨识精度,为非线性系统建模提供了新的
工具.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文利用MGS正交变换,通过GK模糊聚类的聚

类结果进行变换,确定对模型贡献大的规则,删除对
模型贡献小的规则,同时对模型中的参数进行估计.
仿真结果表明, 提出方法可以确定规则数、减少规
则之间的冗余度,优化模型结构.
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