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摘要:考察具有一对共轭纯虚数特征值的二维非线性临界解析动态系统的局部渐近稳定性. 首先在非奇异线性
坐标变换和时间尺度变换下,将其化成标准形式. 之后,运用形式级数法的思想,通过构造多组线性方程组,给出了
确定该系统的李雅普诺夫函数的方法,并得到了判别系统局部渐近稳定和不稳定的充分条件.最后通过示例说明该
判别条件的有效性.
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Locally asymptotic stability
of 2-dimension nonlinear analytic dynamic systems in critical cases
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Abstract: The locally asymptotic stability of a 2-dimension nonlinear analytic dynamic system with a pair of conjugated
imaginary eigenvalues is studied. The system is firstly simplified to a standard form by using the non-singular linear
coordinate transformation and the time scale transformation. Next, based on the idea of formal progression, a method
is developed to determine the Lyapunov function for this standard form by constructing several sets of linear equations.
Finally, a sufficient condition of locally asymptotic stability for the system is obtained. The validity is shown by two
examples at the end of this paper.
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性动态系统稳定性特别是局部渐近稳定性

的研究,成果已极为丰富[1∼3],但对临界情形动态系
统稳定性的研究还比较少. 临界情形下非线性动态
系统的稳定性,取决于系统的非线性部分,至今仍无
一般的稳定性判据, 只能通过寻找李雅普诺夫函数
的方法来实现. 然而李雅普诺夫第二方法不是一个
构造性的方法, 这使得临界系统的稳定性成为稳定
性理论中的难点, 已是非线性动态系统稳定性研究
的重大课题.

由中心流形定理可知, 二维临界系统是基本
而又重要的临界系统, 因而成为是国内外学者研
究的重点. 王联、王慕秋曾对二维二次临界系统
进行了较完整的分析[4], 张芷芬则给出了一些简
便的稳定性判别条件[5]. 李春文等利用正则判
别函数法, 讨论了二维三次临界系统的稳定性[6],

并设计了二维齐次高阶临界系统的稳定性判别

算法[7]. 刘向东、黄文虎采用中心流形方法和二
维Hopf分叉理论, 取得了临界系统稳定性的充分
条件[8]. 在文[9]中, Fu研究了自由动态Ż = f(Z)
在如下两种情形的李雅普诺夫函数的构造问题:
A) σ(A) ⊂ C−⋃

C0, σ(A)
⋂

C0 = {0}; B) σ(A) ⊂
C−⋃

C0, σ(A)
⋂

C0 = {±ωi}, ω > 0, 其中A =
∂f

∂Z
(0), C− = {λ ∈ C | Re λ < 0}, C0 = {λ ∈ C |

Re λ = 0},得到若干渐近稳定的条件.

2 具具具有有有一一一对对对共共共轭轭轭纯纯纯虚虚虚数数数特特特征征征值值值的的的二二二维维维临临临界界界

解解解析析析系系系统统统(2-dimension critical analytic dy-
namic system with a pair of conjugated imag-
inary eigenvalues)
本文讨论二维非线性临界解析动态系统的重要

情形: σ(A) = {±ωi}, ω > 0. 运用形式级数法的思
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想,提出构造该类临界系统李雅普诺夫函数的方法,
并建立系统稳定性的判别条件.

考察下列二维非线性临界解析动态系统

Ż = AZ + F (Z). (1)

其中: Z = (x, y) ∈ R2, F (Z)关于Z是解析的,并且

F (0) = 0,
∂F

∂Z
(0) = 0, A ∈ R2×2,

σ(A) = {±ωi}, ω > 0, i =
√−1.

由代数学知识可得,对于矩阵A存在一个非奇异

的矩阵S ∈ R2×2,使得

S−1AS =

[
0 ω

−ω 0

]
.

令Z = SU ,则

U̇ = S−1ASU + S−1F (SU).

再令v = ωt,便得到
dU

dv
= A0U + F0(U),

其中:

A0 =

[
0 1

−1 0

]
, ωF0(U) = S−1F (SU).

由此可知,系统(1)化成了标准形式{
ẋ = y + P (x, y),

ẏ = −x + Q(x, y).
(2)

其中: P, Q关于Z = (x, y)是解析的,并且

(P, Q)(0) = 0,
∂(P, Q)

∂Z
(0) = 0.

3 李李李雅雅雅普普普诺诺诺夫夫夫函函函数数数的的的构构构造造造(Construction of
Lyapunov function)
设

P (Z) =
∞∑

n=2
Pn(Z), Q(Z) =

∞∑
n=2

Qn(Z),

Pn, Qn均为Z = (x, y)的n次齐次多项式. 取李雅普
诺夫函数为

V =
1
2
(x2 + y2) +

∑
n>3

Vn(x, y),

其中Vn为x, y的n次齐次多项式. 显然无论Vn如何选

取,均能确定一个原点邻域使V是正定的,

V̇(2) =
∑
n>2

(xPn + yQn) +
∑
n>3

(y
∂Vn

∂x
− x

∂Vn

∂y
) +

∑
n>3

∑
k>2

[
∂Vn

∂x
Pk +

∂Vn

∂y
Qk].

设

Fk = (Pk, Qk)T (k > 2), G3 = (x, y)F2,

Gn = (x, y)Fn−1 +
n−1∑
k=3

∇VkFn+1−k (n > 4),

则

V̇ = [G3 − (x
∂V3

∂y
− y

∂V3

∂x
)] +

∑
n>4

[Gn − (x
∂Vn

∂y
− y

∂Vn

∂x
)].

设

Vn(x, y) =
n∑

k=0

an
kxkyn−k,

则

x
∂Vn

∂y
− y

∂Vn

∂x
=

n∑
k=0

[(n− k + 1)an
k−1 − (k + 1)an

k+1]x
kyn−k.

其中an
k = 0,当k < 0或k > n.

设

Gn =
n∑

k=0

bn
kxkyn−k,

则

V̇ =− ∑
n>3

n∑
k=0

[(n− k + 1)an
k−1 −

(k + 1)an
k+1 − bn

k ]xkyn−k.

考察V̇ = 0,得到

x
∂V3

∂y
− y

∂V3

∂x
= G3, (3)

x
∂Vn

∂y
− y

∂Vn

∂x
= Gn, n > 4. (4)

显然式(4)右边关于Vn的阶次比左边低, 选V3使

式(3)成立时,可将式(4)中Gn视为已知来确定Vn. 由
式(4)可得,对于k = 0, 1, · · · , n,成立着

(n− k + 1)an
k−1 − (k + 1)an

k+1 = bn
k . (5)

对于固定的n, n为奇数时, 系数行列式为(n!!)2. 对
于已确定的Gn的一组系数{bn

k},式(5)唯一确定了一
组解(an

0 , an
1 , · · · , an

n). n为偶数(记为n = 2m)时,系
数行列式为0,可将式(5)分成两组独立方程:{

2(m− i + 1)an
2(i−1)−2ian

2i =bn
2i−1,

i = 1, 2, · · · ,m,
(6a)

{
(2m− 2i + 1)an

2i−1−(2i + 1)an
2i+1 =bn

2i,

i = 0, 1, · · · ,m.

(6b)

式(6a)系数矩阵∆1
n的秩为m, 从而它总有解(an

0 , an
2 ,
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· · · , an
2m). 式(6b)系数矩阵∆2

n的秩为m.

记

βn
m = (bn

0 , bn
2 , · · · , bn

2m)T,

A(βn
m) = det(∆2

n

...βn
m),

则

A(βn
m) =

(−1)m
m∑

l=0

(2m− 2l − 1)!!(2l − 1)!!bn
2l.

如果A(βn
m) = 0,则式(6b)有解,否则求方程

(2m− 2j + 1)an
2j−1 − (2j + 1)an

2j+1 −
Cj

mλm = bn
2j, j = 0, 1, · · · ,m (7)

的解(an
1 , an

3 , · · · , an
2m−1, λm), 其中Cj

m为二项展开

式系数. 由克莱姆法则可求得

λm = (−1)m+1A(βn
m)/(2m)!!.

综上所述, 由Gn(n > 3)的系数{bn
k}可以确定

出Vn(n > 3)的全部系数{an
k}.

4 局局局部部部渐渐渐近近近稳稳稳定定定的的的充充充分分分条条条件件件(Sufficient con-
ditions for the locally asymptotic stability)
引引引理理理 1 设




G2m − (x
∂V2m

∂y
− y

∂V2m

∂x
) 6= 0,

G2k − (x
∂V2k

∂y
− y

∂V2k

∂x
) = 0,

2 6 k < m,

(8)

则由式(7)确定的λm值不为零,并且

(x
∂V2m

∂y
− y

∂V2m

∂x
)−G2m = λm(x2 + y2)m.

定定定理理理 1 沿用第3节的记号, 并设n = 2m满足

式(8), 则: 1)若λm < 0, 系统(2)的零解是不稳定的;
2)若λm > 0,系统(2)是局部渐近稳定的.

证证证 令

V (x, y) =
1
2
(x2 + y2) +

n∑
k=3

Vk(x, y),

V3, · · · , Vn由式(3)和(4)确定. 由引理1可知




V̇ =

G2m − (x
∂V2m

∂y
− y

∂V2m

∂x
) + o(r2m) =

− λm(x2 + y2)m + o(r2m),

r =
√

x2 + y2.

(9)

由李雅普诺夫稳定性定理可知,定理1的结论成立.

5 示示示例例例(Examples)
例例例 1 判定下列系统的稳定性:{

ẋ = y + xy2,

ẏ = −x− y3.
(10)

显然G3 = 0, 取V3 = 0. 由G4 = x2y2 − y4可知,

(x
∂V4

∂y
− y

∂V4

∂x
) 6= G4, 从而m = 2. 经计算得,

λ2 =
1
4

> 0. 由定理1可知,系统(9)是局部渐近稳定

的. 事实上,取李雅普诺夫函数为

V =
1
2
(x2 + y2) +

3
4
xy3 +

1
4
x3y.

由

V̇ = −1
4
(x2 + y2)2 + o(r4)

可知,系统(9)是局部渐近稳定的.

例例例 2 判定下列系统的稳定性:{
ẋ = y + xy2 − x3,

ẏ = −x + y3.
(11)

显然G3 = 0, 取V3 = 0. 由G4 = x2y2 − x4 + y4可

知, (x
∂V4

∂y
− y

∂V4

∂x
) 6= G4, 从而m = 2. 经计算得,

λ2 = −1
8

< 0. 由定理1可知, 系统(10)是不稳定的.

事实上,取李雅普诺夫函数为

V =
1
2
(x2 + y2)− 7

8
xy3 − 9

8
x3y.

由

V̇ =
1
8
(x2 + y2)2 + o(r4)

可知,系统(10)是不稳定的.

6 总总总结结结(Conclusions)
本文运用形式级数法的思想和正则判别函数法,

分析了一类二维临界解析动态系统的李雅普诺夫函

数的构造问题,得到了判别系统局部渐近稳定和不
稳定的充分条件.稳定性的充分条件对于控制系统
中控制器的设计具有重要意义,本文给出了临系统
的李雅普诺夫函数的构造形式,对临界控制系统中
控制律的设计具有指导作用.
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