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二二二型型型Takagi-Sugeno-Kang模模模糊糊糊模模模型型型和和和不不不确确确定定定高高高斯斯斯
混混混合合合模模模型型型的的的等等等价价价性性性

张钦礼1,2, 王士同1, 谭左平1

(1. 江南大学信息工程学院,江苏无锡 214122; 2. 北华航天工业学院基础部,河北廊坊 065000)

摘要: 不确定的高斯混合模型和二型Takagi-Sugeno-Kang(TSK)模糊模型之间的对应关系被建立: 任何一个不
确定的高斯混合模型都唯一对应着一个二型TSK模糊系统, 不确定的高斯混合模型的条件均值和二型TSK模糊
系统的输出是等价的. 基于此,一种设计二型模糊系统的新方法被提出:通过建立不确定的高斯混合模型确定二
型TSK模糊系统,即用概率统计的方法设计二型模糊系统.仿真实验结果表明利用不确定高斯混合模型设计的二型
模糊系统比其它模型具有更强的抗噪性和更快的速度.
关键词: 二型TSK模糊模型;高斯混合模型;模糊系统;期望值的最大化算法
中图分类号: TP18 文献标识码: A

Equivalence between type-2 TSK fuzzy model and
uncertain Gaussian mixture model
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Abstract: This work explores how the uncertain Gaussian mixture model(UGMM) can be translated to an additive
type-2 TSK(Takagi-Sugeno-Kang) fuzzy logic system. The mathematical equivalence between the conditional mean of
a UGMM and the defuzzified output of a type-2 TSK fuzzy model(T2-TSK-FM) is proved. The relationship between a
UGMM and a T2-TSK-FM, and the conditions for UGMM to T2-TSK- FM translation is made explicit in the form of a
theorem. The proposed results provide a new method for constructing a T2-TSK-FM by interpreting a fuzzy system from
a probabilistic viewpoint. Instead of estimating the parameters of the fuzzy rules directly, the parameters of a UGMM are
estimated using any popular density estimation algorithm, such as expectation maximization. The proposed approach is
also applied to Mackey-Glass chaotic time series. After comparing the simulation results with those obtained with other
system modeling tools, it can be claimed that successful results are achieved.
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1 引引引言言言(Introduction)
二型模糊系统有许多一型模糊系统不具备的优

点,如有很强的抗噪性和更好的可解释性[1]. 但是二
型模糊系统也有缺陷,如系统的结构不好确定[2],参
数的估计方法比较单一.为了解决这些问题,本文提
出了不确定的高斯混合模型和具有可加性的二型模

糊系统的关系理论:任何一个不确定的高斯混合模
型都唯一对应着一个具有可加性的二型TSK模糊系
统, 不确定高斯混合模型的条件均值和二型TSK模
糊系统的输出是等价的. 于是,便可通过训练不确定

的高斯混合模型来确定二型TSK模糊系统. 这种新
的训练二型TSK模糊模型的方法有3个优点: 第一,
很容易确定模糊系统的结构和规则,并且确定的规
则和结构非常简练,从而加快了计算速度;第二,估
计参数的方法更为多样化, 所有的概率密度估计理
论都可用来估计二型TSK模糊系统的参数, 不用局
限于效果不甚理想的模糊C均值方法(FCM)[1,2]; 第
三,估计的参数更为合理有效,能抓住数据的特征和
细微差别.仿真实验结果表明用不确定高斯混合模
型估计参数的二型TSK模糊系统比一型和其他二型
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模糊系统的精度更高,抗噪性更强.

2 可可可加加加性性性 Type-2 TSK 模模模糊糊糊模模模型型型(Additive
type-2 TSK fuzzy model)
Type-2 TSK模糊模型(type-2 TSK fuzzy model,简

写为T2-TSK-FM)由Mendel等人提出[3],其一般形式
为

Ri : 如果x1是
˜̃F i
1, · · · ,如果xP是

˜̃F i
P ,则

Ỹ i = C̃i
0 + C̃i

1x1 + · · ·+ C̃i
P xP .

其中: Ri为第i条规则, 假设有M条规则; ~x = (x1,

· · · , xP )T为前件变量; ˜̃F i
j为type-2模糊集, µ ˜̃F i

j

(xj)

为其隶属度函数; C̃i
j为type-1模糊集.

当
˜̃F i
j和C̃i

j为区间模糊集时
[4], T2-TSK-FM变为

区间T2-TSK-FM,其输出为

Y =

M∑
i=1

WiYi

M∑
i=1

Wi

. (1)

其中: Wi = >P
j=1µ ˜̃F i

j

(xj), >为>-范式算子.

3 多多多输输输入入入单单单输输输出出出的的的区区区间间间 T2-TSK-FM 和和和

多多多 维维维 UGMM 的的的 关关关 系系系(From a multi-
dimensional UGMM to a multiple-input-
single-output intrval T2-TSK-FM)
所有系统都可归结为多输入单输出的系统.因为

单输入单输出系统是它的特例, 多输入多输出系统
可归结为几个多输入单输出系统.

具有J个属性和C个组件的高斯混合模型的混合

概率密度函数为[5,6]

G(~x) =
C∑

i=1

PiNJ(~x; ~µ~xi, Σ~xi). (2)

其中Pi为混合参数, 表示各混合成分的先验概率,

且
C∑

i=1

Pi = 1; ~x = (x1, · · · , xJ)T.

仿照式 (2), 建立如下不确定高斯混合模型
(UGMM):

G̃(~x) =
C∑

i=1

PiS̃iNJ(~x; ~̃µ~xi, Σ̃~xi). (3)

其中: ~̃µ~xi = (µ̃i1,· · ·, µ̃iJ)T, Σ̃~xi = (σ̃imn)J×J , S̃i,

µ̃ik和σ̃imn都是区间type-1模糊集, 即分别以隶属
度1取值于区间[Sil, Sir], [µikl, µikr]和[σimnl, σimnr].
令输出为y,则有C个组件的J + 1维UGMM为

G̃(~x, y) =
C∑

i=1

PiS̃iNJ+1(

(
~x

y

)
;

(
~̃µ~xi

µ̃yi

)
, Σ̃~xyi).

(4)

其中: µ̃yi以隶属度1取值于区间[µyil, µyir],

Σ̃~xyi =[
{σ̃imn}J×J {σ̃im(J+1)}J×1

{σ̃i(J+1)n}1×J σ̃i(J+1)(J+1)

]
. (5)

令其逆矩阵为

Σ̃−1
~xyi =[
{σ̃imn}J×J {σ̃im(J+1)}J×1

{σ̃i(J+1)n}1×J σ̃i(J+1)(J+1)

]
. (6)

利用式(4)∼(6)可求得y对~x的条件数学期望:

yE =

E[y|~x] =

w
R

yG̃(~x, y)dy
w

R
G̃(~x, y)dy

=

(
C∑

i=1

PiS̃iNJ(~x; ~̃µ~xi, {σ̃imn}J×J)(µ̃yi −

(~x− ~̃µ~xi)T{σ̃im(J+1)}J×1

σ̃i(J+1)(J+1)
))/

(
C∑

i=1

PiS̃iNJ(~x; ~̃µ~xi, {σ̃imn}J×J)).

显然, 式(1)和上式是不可能等价的. 为此, 假设
输入向量~x = (x1, · · · , xJ)T的各分量之间是相互独
立的,这种统计假设是合理的. 于是,协方差矩阵变
为

Σ~xyi =

[
diag{σ̃imm}J×J {σ̃im(J+1)}J×1

{σ̃i(J+1)n}1×J σ̃i(J+1)(J+1)

]
,

m, n = 1, · · · , J.

利用上式,则有

yE =

E[y|~x] =

w
R

yG̃(~x, y)dy
w

R
G̃(~x, y)dy

=

(
C∑

i=1

PiS̃i

J∏
j=1

N1(xj; µ̃ij, σ̃ijj)(µ̃yi −

(~x− ~̃µ~xi)T{σ̃im(J+1)}J×1

σ̃i(J+1)(J+1)
))/

(
C∑

i=1

PiS̃i

J∏
j=1

N1(xj; µ̃ij, σ̃ijj)). (7)

其中N1(xj; µ̃ij, σ̃ijj)为一元标准正态分布的概率密
度函数.

当~x = (x1, · · · , xJ)T和y服从式(4)的混合分布
时,比较式(1)和式(7),可得出如下定理:

定定定理理理 1 若下列条件满足,则式(1)和式(7)等价:
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1) 区间T2-TSK-FM的规则数等于UGMM的组
件数,即M = C;

2) UGMM的系数Pi是常数,且Pi =
1
C

;

3) 前件含有J个变量,即P = J ;

4) S̃i是常数,且Sil = Sir = 1;

5) µ̃i(J+1)和σ̃imn是常数,即µyil = µyir, σimnl =
σimnr;

6) C̃i
j(j = 1, · · · , J)为模糊单值;

7) Wi =
J∏

j=1

N1(xj; µ̃ij, σ̃ijj);

8)

C̃i
0 = µ̃yi +

J∑
j=1

µ̃ijσ̃
ij(J+1)

σ̃i(J+1)(J+1)
,

C̃i
1 =

σ̃i1(J+1)

σ̃i(J+1)(J+1)
, · · · ,

C̃i
J =

σ̃iJ(J+1)

σ̃i(J+1)(J+1)
( i = 1, · · · ,M(C) );

9) T2-TSK-FM采用乘法>-范式算子和蕴含且是
可加性的.

如果任何一个有J个相互独立输入变量的多输

入单输出系统的输入和输出服从式(4)所描述的高
斯混合分布,则一定会存在一个唯一确定的区间T2-
TSK-FM与之对应.在一定的条件下, UGMM的条件
期望值和区间T2-TSK-FM的输出是等价的. 这样,我
们就在概率模型和二型模糊系统之间建立了一个桥

梁,可以从概率的角度解释模糊系统,反之亦然.

4 Mackey-Glass 混混混 沌沌沌 时时时 间间间 序序序 列列列 预预预

测测测(Mackey-Glass chaotic time series predic-
tion)
利用定理1可以得出一种训练区间二型TSK模

糊模型的新方法. 首先利用任何概率密度估计方
法, 如EM算法等, 确定UGMM的参数; 然后利用定
理1可得出相应的区间T2-TSK-FM,即高斯混合模型
的组件数为模糊系统的规则数, 高斯混合模型的组
件为模糊系统相应的隶属度函数, 高斯混合模型条
件期望输出的线性函数部分为模糊系统规则的后

件.

下面利用UGMM确定的区间T2-TSK模糊模
型(UGMM-T2-TSK-FM)对Mackey-Glass混沌时间序
列进行预测[4],并与文献[4]的结果进行比较.

Mackey-Glass混沌时间序列是时间序列预测问
题中的benchmark问题之一[7],方程如下:

ds(t)
dt

=
0.2s(t− τ)

1 + s10(t− τ)
− 0.1s(t). (8)

用Euler方法将式(8)离散:

f(s, n) =
0.2s(n− τ)

1 + s10(n− τ)
− 0.1s(n). (9)

于是s(n + 1) = s(n) + hf(s, n).

其中τ > 17, 因为τ > 17, 方程表现出了混沌
特征[7]. 为了能与文献[4]的工作对比, 令h = 1,
τ = 30,s(n)(n 6 30)的初值随机选取, n(k)为均匀
分布的加法性噪声,对x(k) = s(k) + n(k)进行数值
模拟实验. 通过方程(9)产生1000个点, 并且加上噪
声. 取前500个点用于训练, 后500个点用于测试,采
用均方根误差, 运行300次取平均, 运行时间也取平
均,将所得结果与文献[4]进行对比,如表1.

表 1 Mackey-Glass时间序列预测结果比较
Table 1 Comparison of the forecasting results of

Mackey-Glass chaotic time series

所用模糊系统 所需时间/s 误差

Type-1 SFLS[4] 10.7490 0.1272
Type-1 NSFLS[4] 14.6560 0.1230
Type-2 SFLS[4] 23.9110 0.1129

Type-2 NSFLS-1[4] 25.3510 0.1121
Type-2 NSFLS-2[4] 34.1720 0.1115

UGMM-T2-TSK-FM 20.2970 0.1031

以上6种系统采用得均是高斯隶属度函数,
由表1可以看出UGMM-T2-TSK-FM的精度高于其
他5种系统, 速度快于其他3种二型模糊系统, 仅比2
种一型模糊系统慢.

笔者认为,与文献[4]的结果相比,本文方法取得
较好性能的主要原因在于: 使用高斯混合模型确定
参数的区间二型TSK模糊模型更为准确地抓住了系
统的局部特性,正是由于这种局部特性,使得在学习
过程中, 参数的更新不仅有利于减小当前样本的输
出误差, 而且还最大限度地降低了对已学到的“知
识”的干扰. 因此,学习过程波动小,抗噪能力强.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究的是最简单的情况—均值不确定. 本

文建立了不确定高斯混合模型的条件期望输出和

二型TSK模糊系统的输出的等价关系.这样,在二者
之间搭起了一座桥梁, 可充分发挥概率有坚实的数
学理论基础和模糊有很好的解释性和抗噪性[1]的优

势, 互为补充, 相得益彰. 基于此, 一种设计二型模
糊系统的新方法被提出,即通过设计不确定高斯混
合模型来设计二型模糊系统.仿真实验结果表明利
用UGMM设计的模糊系统抗噪性强、速度快.
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