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摘要:针对具有通信约束的量化控制系统模型,在采用随机重复性试验测量信息的技术上,提出了基于辅助模型
的量化系统参数辨识方法. 首先分析了在随机重复性试验方法下量化系统的模型特征并给出了分两步辨识的策略.
分析表明,在上述模型里系统具有时变的估计误差,推导了进行参数辨识所满足的持续激励条件,并给出了基于辅
助模型的多新息量化辨识递推算法. 接着研究了所给出辨识算法的收敛性分析,得到了系统参数估计误差上界的
计算式,最后将方法推广到一类Hammerstein非线性系统量化辨识问题上. 数字仿真验证了该算法及结论的有效性.
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quantized control systems
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Abstract: An auxiliary model-based identification method for quantized systems subjected to communication con-
straints is introduced, based on the technique of repetitive stochastic empirical measurements. The model characteristics of
the quantized system are analyzed, and a two-step identification strategy is presented. It is shown that the quantized system
based on repetitive stochastic empirical measurements involves time-varying estimation error. The persistent exciting con-
dition for parameter identification is derived. The auxiliary model-based quantized multi-innovation recursive algorithm
for quantized systems is also given. Convergence analysis of the auxiliary model-based algorithm provides the method for
computing the upper bound of parameter identification error. It is demonstrated that under certain conditions, the recursive
algorithm is consistently convergent. Finally, this identification method is extended to a class of Hammerstein nonlinear
quantized systems. Simulation results show the effectiveness of the conclusions.
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1 引引引言言言(Introduction)
信号的量化在信号处理和自动控制领域中使用

非常普遍,特别是现代控制系统越来越依赖计算机
等数字设备的情形下,例如网络控制系统(networked
control systems)[1]、远程控制系统等. 在量化作用下,
信号中会引入量化误差, 并且信号中所包含的系统
信息会部分缺失,从而对控制系统的稳定性和性能
带来不利的影响,特别是系统参数估计和辨识领域,
系统输出信息本身的不精确再加上量测噪声的存在

会对参数辨识带来更多困难.对系统中的信号进行
量化,主要目的是减少信道中需传送的信息总量,节
约系统通信资源,便于系统扩展和监控.

对量化控制系统的研究目前主要在系统稳定性

和通信速率约束等问题上, 如文献[2,3]等. 在系统
辨识方面, T. Wigren[4]采用自适应和梯度下降法研

究了采样量化下FIR系统的参数辨识问题. WANG L
Y[5]等采用随机重复试验的方法研究了单变量增益

系统在量化下的参数辨识问题.

本文在采用随机重复试验方法的基础上, 放松
对随机试验估计值最小方差的限制条件(第1阶段
辨识), 只需其保持有界即可, 在第2步辨识阶段采
用基于辅助模型的多新息参数辨识方法, 得到了进
行参数辨识所满足的持续激励条件,给出了基于辅
助模型的多新息量化辨识递推算法, 并研究了所给
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出辨识算法的收敛性. 最后, 将上述方法推广到一
类Hammerstein非线性量化系统辨识中.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem formulation)
考虑如下系统辨识模型Σ:

yk = xk + vk, (1)

xk =
B(z)
A(z)

uk. (2)

其中:

A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·+ anz−n,

B(z) = b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·+ brz
−r,

r 6 n, z−1为后移算子(z−1y(k) = y(k − 1));
a1, · · · , an, b0, · · · , br为待辨识的系统参数; uk是输

入信号, vk是独立同分布的噪声信号,假设其概率分
布函数F (s)连续可微,逆函数F−1(s)也是连续可微

的. 记G(z) =
B(z)
A(z)

,为便于算法的推导,上述模型

常写为yk = ϕT
0 (k)θ + vk, xk = ϕT

0 (k)θ,其中:

ϕ0(k) = [−x(k − 1),−x(k − 2), · · · ,

− x(k − n), u(k), · · · , u(k − r)]T,

θ = [a1, a2, · · · , an, b0, · · · , br]T.

由于通信约束等原因,输出信号yk ∈ R被量化后
测量得到[3],即Q : R → D, D是R上的有限子集,记
D上有限量化区间的划分点为−∞ < C1 < C2 <

· · · < Cm < +∞. 由此量化器Q将R空间分为可数
个(m个)量化区域{i : i = 1, · · · ,m.若 −∞ < s 6
Ci,则Q(s) = i}. 为更便于描述yk的量化特性,用示
性函数表为sk = [s1

k, s
2
k, · · · , sm

k ]T, 其中下标k表示

第k步迭代:

si
k =

{
1, yk 6 Ci,

0, 其他.

由于得到的量测信号yk只有其所属量化区间

的信息, 无法得到精确的数值. 假设噪声的概率分
布函数F (s)已知, 若采用随机重复试验的技术能
得到第k步中事件{yk 6 Ci}发生的概率pi, 即由事
件{si

k = 1}得
pi = P{yk 6 Ci} = F (Ci − xk), (3)

从而

xk = Ci − F−1(pi). (4)

因此, 只要知道yk所在量化区间及其概率值pi就可

确定xk的精确值.但由于受噪声vk的干扰,相同试验
条件下每次试验所测的yk所在量化区间往往不同,
通常只能得到pi的估计值ξi, 因此利用式(4)只能求

出xk的估计值x̂k. 此外,对多参数辨识系统, x̂k只是

无噪声系统xk = G(z)uk的估计值, 并不是系统参
数θ的估计值,因此在后续的辨识过程中需要采用收
敛性优良的算法,即使在x̂k估计有误差时,仍能得到
满意的参数辨识结果.对多参数辨识过程,本文采用
一种简便的方法判定重复试验条件下yk所属的量化

区域问题.拟采用的辨识步骤如下:

第第第1步步步 利用重复性输入试验数据和式(3)(4)得
到xk的估计值x̂k,并估计误差ek = x̂k − xk的特性.

第第第2步步步 构建新的辨识模型x̂k = xk + ek, 基于
辅助模型的多信息辨识方法[6]得到各参数的递推迭

代算法.

其中在第1步辨识中要估计概率值pi并找到Ci,
第2步辨识中给出辨识算法,分析算法的性能.

3 模模模型型型的的的特特特性性性(Features of the model)
为估计事件{yk 6 Ci}发生的概率pi, 对辨识系

统进行相同条件下的循环输入试验, 假设每个循
环输入的数据量为q, 即: uk = uq+k且输入序列是

满阶, 则xk = G(z)uk也是周期为q的信号. 为方便
起见, 在基于辅助模型的辨识算法中取数据长度
为q(q >> n). 设重复试验的次数为v, 共产生qv个

辨识数据{yk}, k = 1, · · · , qv, 将辨识数据构成数

据矩阵Hq×v. 令ξi
v =

1
v

v−1∑
l=0

si
k+ql, 由概率统计方法

可知序列{si
k+ql}为贝努利试验(0 6 l 6 v − 1),

且Eξi
v = pi(对每个v).

定定定理理理 1 对辨识模型 (1)(2) 和随机试验序列
{si

k+ql}, 令估计值x̂k = Ci − F−1(ξi
v), 则估计误差

{ek : ek = x̂k − xk}是时变的零均值序列且方差有
界.

证证证 由Eξi
v = pi及F−1(·)连续可微得

ek = x̂k − xk =

Ci − F−1(ξi
v)− (Ci − F−1(pi)) =

F−1(pi)− F−1(ξi
v) =

∂F−1(ηv)
∂pi

(pi − ξi
v).

其中ηv介于ξi
v和pi之间. 故

E(ek) = 0, (5)

即{ek}为零均值的序列,且

σ2
e(k) = E(e2

k) =

E((
∂F−1(ηv)

∂pi

)2(ξi
v − pi)2) =

(
∂F−1(ηv)

∂pi

)2σ2
ξ 6 Mσ2

ξ . (6)
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此外若重复试验持续进行,有

lim
v→∞

ek =
∂F−1(pi)

∂pi

(pi − lim
v→∞

ξi
v) = 0, w.p.1,

其中: F−1(·)连续可微,设其上界为M, σ2
ξ为贝努利

试验的方差. 由式(5)(6)可知估计误差{ek}是时变的
零均值序列且方差有界.

在采用周期性满阶循环输入{uk+ql}时, 辨识模
型产生的信号具有如下特征:

定定定理理理 2 在周期为q的满阶循环输入{uk+ql},
1 6 k 6 q, 0 6 l 6 v − 1作用下,辨识模型(1)(2)产
生的参数辨识信号具有持续激励的特征. 即

1
q

q∑
i=1

ϕ0(k0 − i + 1)ϕT
0 (k0 − i + 1) > αI. (7)

其中: ϕT
0 (k)=[−x(k−1),· · · ,−x(k−n), u(k), · · · ,

u(k − r)], α > 0, k0为初始下标值, I为单位矩阵.

证证证 在循环输入作用下, 无噪声系统xk =
G(z)uk的输出也是同周期性的, 由文献[5]定理2可
知, 若循环输入序列{uk+ql}, 1 6 k 6 q, 0 6 l 6
v−1满阶,则矩阵φ = [ϕ(k0) ϕ(k0 +1) · · · ϕ(k0 +
q − 1)]T可逆,故φφT > 0成立.

由于系统噪声vk的存在,在辨识算法中要确定事
件{si

k = 1}中yk所在的量化划分点Ci. 在辨识数据
矩阵Hq×v中, 对第k行, 即第k步时yk的重复试验数

据,分别计算得到s1
k, s

2
k, · · · , sm

k . 由sk的函数定义可

知,若{si
k = 1},则{sj

k = 1}, j > i. 规定

pi
k

∆= max{pt
k : 0 < pt

k < 1, t = 1, · · · ,m}. (8)

由此便可确定对应的量化划分点Ci.

由定理1和定理2可知,第1阶段估计误差序列
{e(k),Fk}可视为定义在概率空间{Ω,F , P}上的鞅
差序列,满足条件:

A1) E[e(k)|Fk−1] = 0, a.s.;
A2)

E[e2(k)|Fk−1] = σ2
e(k) 6 Mσ2

ξ < ∞.

其中{Fk}是由 {e(k)} 产生的σ代数序列. 记σ2
e =

Mσ2
ξ .

4 迭迭迭代代代算算算法法法(The iterative algorithm)
由于误差序列{ek}可视为非平稳的零均值鞅差

序列,利用估计值x̂k构建新的辨识模型

x̂k = xk + ek = ϕT
0 (k)θ + ek. (9)

在新模型(9)中,由于信息向量ϕ0(k)中有未知变
量x(k − 1), · · · , x(k − n),因此可以构造辅助模型

xa(k) = ϕT
a (k)θa (10)

来计算出它们的近似值.其中ϕa(k)和θa分别为辅助

模型第k步的信息向量和参数向量. 设多新息参数辨
识的数据长度为t,定义如下向量:

ψa(k) = [−xa(k − 1) · · · − xa(k − n)]T,

ψu(k) = [u(k) · · ·u(k − r)]T,

X̂(k, t) =




x̂(k)
x̂(k − 1)

...
x̂(k − t + 1)




,

Φ(k, t)=




φT(k)
φT(k − 1)

...
φT(k−t+1)




, φ(k)=

[
ψa(k)
ψu(k)

]
,

xa(k − i)=φT(k − i)θ̂(k), i = 0, 1, · · · , t.

其中θ̂(k)表示θ的第k步估计值. 因此, 关于参数向
量θ的基于辅助模型的量化辨识递推算法为

θ̂(k) =

θ̂(k − 1) + P(k)ΦT(k, t)[X̂(k, t)−
φ(k, t)θ̂(k − 1)], (11)

P−1(k) =

P−1(k−1)+ΦT(k, t)Φ(k, t), P(0)=p0I, (12)

xa(k−i)=φT(k−i)θ̂(k), i=0, 1, · · · , t, (13)

其中p0和θ̂(0)为初始值.

5 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(The Performance analysis)
定义如下表示法: |X| = det[X]表示矩阵X的行

列式, λM(X)和λm(X)分别为矩阵X的最大、最小

特征值.定义

P−1(k) =
k∑

i=1

ΦT
0 (i, t)Φ0(i, t) + p−1

0 I,

r(k) = tr[P−1(k)], r0(k) = tr[P−1
0 (k)],

因此可得

|P−1(k)| 6 rn0(k), r(k) 6 n0λM(P−1(k)),

ln |P−1(k)| = O(ln r(k)).

其中: n0为Φ(k, t)的阶次, f(t) = O(g(t))表示

当t → ∞时,
f(t)
g(t)

→ 0; 对g(t) > 0, f(t) =

O(g(t))表示存在正数δ1和t0; 当t > t0时, |f(t)| 6
δ1g(t)成立.

定义参数估计误差向量θ̃(k) = θ̂(k) − θ和估计

误差函数W (k) = θ̃T(k)P−1(k)θ̃(k).
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定定定理理理 1[7] 对辨识系统(1)(2)和辅助模型递推算
法(11)∼(13),在误差序列{e(k)}满足条件A1)和A2),

且条件H(z) =
1

A(z)
− 1

2
严格正实成立的情况下,

有如下不等式成立:

E[W (k) + S(k)|Fk−1] 6
W (k − 1) + S(k − 1) +

2t
t−1∑
i=0

φT(k − i)P(k)φ(k − i)σ2
e, a.s..

其中:

S(k) = 2
k∑

i=1

ŨT(i)Ỹ (i), a.s.,

Ỹ (k) =
1
2
Φ(k, t)θ̃(k) + [X̂(k, t)−

Φ(k, t)θ̂(k)− E(k, t)],

Ũ(k) = −Φ(k, t)θ̃(k),

η(k, t) = X̂(k, t)− Φ(k, t)θ̂(k),

E(k, t) = [e(k) e(k − 1) · · · e(k − t + 1)]T,

且由H(z)严格正实保证了S(k) > 0, η(k, t)称为残
差.

定定定理理理 3 在引理1的条件满足的情况下, 即条
件A1)A2)成立, 且A(z)稳定时, 对任意β > 1, 量化
辨识递推算法(11)∼(13)的参数估计误差满足如下
等式:

‖ θ̂(k)− θ ‖2= O
( [ln r0(k)]β

λm(P−1
0 (k))

)
, a.s.. (14)

证证证 由W (k)的定义可知

‖ θ̃(k) ‖26 θ̃T(k)P−1(k)θ̃(k)
λm(P−1(k))

=
W (k)

λm(P−1(k))
.

(15)
定义

Z(k) =
W (k) + S(k)
[ln |P−1(k)|]β .

由于{ln |P−1(k)|}为非降序列,故

E[Z(k)|Fk−1] 6

Z(k−1)+2t
t−1∑
i=0

φT(k−i)P(k)φT(k−i)
[ln |P−1(k)|]β σ2

e, a.s..

(16)

运用文献[6]引理1和鞅收敛定理[7]可知, 序列
{Z(k)}几乎确定地收敛于一个有限的随机变量Z0,
即

Z(k) =
W (k) + S(k)
[ln |P−1(k)|]β → Z0 < ∞, a.s.,

再由H(z)是严格正实[8]和S(k)的定义可得
k∑

i=1

‖ Ũ(i) ‖2= O([ln |P−1(k)|]β).

由式(15)及本小节开始处的定义式得

‖ θ̃(k) ‖2=

O
( [ln |P−1(k)|]β

λm(P−1(k))

)
= O

( [ln r(k)]β

λm(P−1(k))

)
, a.s..

(17)

采用类似文献[8]中的方法,存在正数h1和h2,使得
k∑

i=1

‖ η(i, t)− E(i, t) ‖26

h1

k∑
i=1

‖ Ũ(i) ‖2 +h2 =

O([ln |P−1(k)|]β) = O([ln r(k)]β).

再结合式(17)得

‖ θ̂(k)− θ ‖2=

O
( [ln r0(k)]β

λm(P−1
0 (k)) + [ln r0(k)]β)

)
=

O
( [ln r0(k)]β

λm(P−1
0 (k))

)
, a.s., β > 1,

即得式(14).

6 Hammerstein量量量化化化系系系统统统辨辨辨识识识(Quantized
identification of Hammerstein systems)
Hammerstein系统是一类典型的非线性系统, 其

输出误差模型结构如图1所示, x(k)为无噪声系统输
出, u(k)为非线性环节f(·)的输出信号, v(k)是独立
同分布的噪声信号,假设其概率特性与系统(1)相同.

图 1 Hammerstein非线性系统模型

Fig. 1 Hammerstein nonlinear system model

通常,非线性部分f(·)可以表述为
u(k) = f(u(k)) =

c1γ1(u(k)) + c2γ2(u(k)) + · · ·+ clγl(u(k)) =
l∑

j=1

cjγj(u(k)). (18)

其中: γ1, γ2, · · · , γl为一组已知的基函数, c1, · · · ,
cl为系数,通常取c1 = 1. 因此Hammerstein非线性误
差模型可表示为
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yk = xk + vk,

xk =
B(z)
A(z)

uk =

B(z)
A(z)

[c1γ1(u(k))+c2γ2(u(k))+· · ·+

clγl(u(k))],

(19)

其中A(z)和B(z)与模型(1)(2)中的相同(假设n = r).
同样考虑上述Hammerstein非线性系统的量化辨识
问题(对输出yk的量化). 假设在模型(19)中量化器及
量化条件与线性系统(1)(2)相同,通过对系统模型的
转化, 可以将上述基于辅助模型的量化辨识递推算
法推广至Hammerstein非线性系统辨识中.
将模型(19)改写为

xk = −
n∑

i=1

aix(k − i) +
n∑

i=1

biu(k − i) =

−
n∑

i=1

aix(k − i) +
n∑

i=1

bi

l∑
j=1

cjγj(u(k − i)).

类似地,定义如下的参数向量ϑ和信息向量ϕ0:

ϕ0(k)=




−x(k − 1)
−x(k − 2)

...
−x(k − n)

ψ(k)



∈ Rn0 , ϑ=




a

c1b

c2b
...

clb



∈ Rn0 .

其中:

n0 = (l + 1)n, a = [a1, a2, · · · , an]T,

b=[b1, b2, · · · , bn]T, c=[c2, c3, · · · , cl]T ∈ Rl−1,

ψ(k) = [ψT
1 (k), ψT

2 (k), · · · , ψT
l (k)]T ∈ Rln,

ψj(k) = [γj(u(k − 1)), γj(u(k − 2)), · · · ,

γj(u(k − n))]T ∈ Rn, j = 1, 2, · · · , l.

因此,辨识模型写为

yk = xk + vk, xk = ϕT
0 (k)ϑ. (20)

针对辨识模型(20),基于辅助模型的量化辨识递
推算法如下:

ϑ̂(k) = ϑ̂(k − 1) + P(k)ΦT(k, t) ·
[X̂(k, t)− Φ(k, t)ϑ̂(k − 1)], (21){

P−1(k) = P−1(k − 1) + ΦT(k, t)Φ(k, t),

P(0) = p0I,
(22)

xa(k − i) = φT(k − i)ϑ̂(k), i = 0, 1, · · · , t.

(23)

其中: 式(23)为辅助模型, X̂(k, t)及初始值p0等的设

置与算法(11)∼(13)相同,且

Φ(k, t)=




φT(k)
φT(k − 1)

...
φT(k−t+1)


 , φ(k)=




−xa(k−1)
−xa(k−2)

...
−xa(k−n)

ψ(k)




.

类似地定义估计误差向量ϑ̃(k) = ϑ̂(k)−ϑ和估计误

差函数W (k) = ϑ̃T(k)P−1(k)ϑ̃(k),有如下结论:

定定定理理理 4 对Hammerstein非线性系统(19)(20),当
关于第1阶段估计误差{e(k) : e(k) = x̂(k) − x(k)}
的条件A1)A2)成立, 且A(z)稳定时, 对任意β > 1,
量化辨识递推算法(26)∼(28)的参数估计误差满足
下式:

‖ ϑ̂(k)− ϑ ‖2= O
( [ln r0(k)]β

λm(P−1
0 (k))

)
, a.s., (24)

其中P0(k)和r0(k)等与算法(11)∼(13)中的值对应.

证证证 与定理3类似.

7 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulations)
考虑如下的Hammerstein非线性系统辨识数学模

型:
yk = xk + vk,

xk =
0.8z−1 + 0.6z−2

1− 0.5z−1 + 0.4z−2
uk,

uk = u(k) + 0.5u2(k).

其中: vk是在[–1,1]上均匀分布的噪声信号. 采用的
周期性输入信号uk为具有持续激励特征的零均值高

斯白噪声序列(方差为1),周期为q = 5000,循环输入
次数v = 500. 待辨识的参数向量为θ = [−0.5 0.4
0.8 0.6 0.4 0.3]T. D上的各量化划分点分别为−6.5,

−3,−1,−0.3, 0, 0.3, 1, 3, 5, 9, 12.

采用两步辨识和基于辅助模型的递推算法,得到
各参数辨识误差如图2,3所示. 从仿真图中可知, 各
参数估计误差很快趋于零,显示了良好的收敛特性.

图 2 参数a1 = −0.5,a2 = 0.4的估计误差

Fig. 2 Estimated errors of a1 = −0.5 and a2 = 0.4
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图 3 参数b1 = 0.8, b2 = 0.6的估计误差

Fig. 3 Estimated errors of b1 = 0.8 and b2 = 0.6

8 结结结论论论(Conclusions)
本文针对具有通信约束的量化控制系统进行了

参数辨识方法的分析与研究,在采用随机重复性试

验测量的方法上, 提出了基于辅助模型的量化控制

系统参数辨识方法; 分析了量化控制系统的模型特

征并给出了分两步辨识的策略.在此基础上研究了

辨识递推算法的收敛性, 得到了系统参数估计误差

上界的估计式. 最后将方法推广到一类Hammerstein

非线性系统量化辨识问题上, 得到了相对应的结论

并仿真验证了理论结果的有效性.
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