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摘要:系统辨识中广泛应用的最小二乘算法需要输入向量序列满足持续激励性条件(PE条件);但在大多情况下
这是难以满足的. 本文提出了一种不依赖于PE条件的递推最小二乘、最小范数辨识算法. 首先分析了最小二乘算法
解空间的结构,并运用罚函数方法,将参数辨识问题转化为无约束优化问题.然后,提出了将步长、罚因子等过程控
制参数统一的迭代－递推形式的辨识算法,证明了算法在给定的控制参数约束下收敛于唯一的最小二乘、最小范
数解向量. 仿真实验表明在非PE条件下算法的有效性.
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Recursive least-squares and minimum-norm algorithm for
system identification without persistent excitation condition
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Abstract: The widely used least-squares algorithms for system identification rely on the assumption that the sequence of
input vectors satisfies the persistent excitation conditions (PE conditions); however, this condition is difficult to be realized
in most cases. For this purpose, a recursive least-squares and minimum-norm (RLS–MN) identification algorithm that
does not depend upon PE conditions is proposed. First, the structure of the solution space of the least squares algorithm
is analyzed and the parameter identification problem is converted to an unconstraint optimization problem by using the
penalty function method; and then, an iteration-recursion-based identification algorithm is presented by unifying the process
control parameters, such as step width and penalty factor. This algorithm is proved to converge to a unique least-squares
and minimum-norm solution vector when the control parameters satisfy the given constraint conditions. Finally, simulation
results are presented to confirm the validity of the algorithm without using PE conditions.
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1 引引引言言言(Introduction)
非线性系统辨识一直是系统科学与控制工程领

域研究的重点和难点[1]. 为解决复杂多样的非线
性系统结构的未知性问题,人们寻求用一组确定的
基函数(basis function)逼近于未知非线性结构,继而
对其中的线性参数进行辨识或估计,以满足工程应
用的需要. 例如, 基于径向基和小波基类神经网络
的机器学习、基于Volterra级数模型的系统辨识、基
于NARMAX模型的非线性回归估计等[2∼5],都可归
结为如下形式的离散MISO非线性系统中线性参数
的辨识问题:

y(t) = WT(t) · φ(x(t)) + v(t). (1)

其中,输入向量x(t) ∈ Rn,系统输出y(t) ∈ R,非线
性向量函数φ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), · · · , ϕN(x))T,待
辨识的参数向量W (t) ∈ RN , v(t)为噪声. 因此, 研
究式(1)所示的非线性系统的参数辨识问题具有广
泛的代表性.

对于线性参数的辨识问题, 目前普遍应用的有
最小二乘(LMS)或递推最小二乘(RLS)估计算法及
其改进算法等[4,6,7], 这些方法均要求输入回归向
量序列具有持续激励性条件( persistency excitation
conditions, PE条件).但是,从机器学习的观点看,系
统(1)是由输入空间的向量序列{x(t)}, 通过一组非
线性特征函数集{ϕi(x)}N

i=1, 向特征空间映射而得
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到更高维的特征向量序列{φ(x(t))}, 从而可用线
性学习器学习更复杂的非线性关系, 其代价是待
辨识的线性参数向量W ∈ RN的维数明显增大,
即N >> n, 这便是函数基类神经网络学习中常见
的“维数灾”问题[2,3]. 低维的输入向量序列{x(t)}向
高维空间非线性映射, 再加之样本数相对于较大
的N来说数量通常不足,使得{φ(x(t))}的PE条件难
以满足或难以验证, 从而使RLS等算法的应用失
去了基础, 无偏性、稳定性难以保证. 人们提出了
一些改进RLS算法, 如基于协方差阵P (t)奇异值分
解(SVD)技术的递推辨识算法等[9],但都存在高维矩
阵复杂计算的新问题.因此,非线性系统(1)在最为一
般的输入样本条件下的参数辨识问题,在理论上和
算法上并未能得到有效的解决.

本文在分析最小二乘算法解空间结构的基础

上, 运用优化理论中的罚函数原理, 提出了不依赖
于PE条件的递推最小二乘、最小范数辨识算法, 简
称RLS–MN算法. 该算法将辨识过程的控制参数(如
学习步长、罚因子等)的变化过程协调统一,通过迭
代计算可得到唯一的Moor-Penrose广义逆形式的解
向量,即最小二乘、最小范数解. 当系统加入新信息
后,以递推方式对有关矩阵和向量进行更新,进而得
到新的解向量. 本文理论证明了该算法的收敛性和
最优解的唯一性, 给出了控制参数间应满足的约束
条件.最后给出了算法的仿真实验结果.

2 最最最小小小二二二乘乘乘算算算法法法解解解空空空间间间的的的结结结构构构(Structure of
solution space for least squares algorithm)
设系统 (1) 的输入输出样本集为 J = {(x(p),

y(p)), p = 1, 2, · · · , t}, 则t时刻参数向量W (t)在最
小二乘(LS)意义下的最优解集为

S(t) = {WLS(t)|Φ(t) ·WLS(t) = P (t)}, (2)

其中Φ(t)和P (t)可取如下带遗忘因子的形式:

Φ(t) =
t∑

p=1

βt−p · φ(x(p)) · φT(x(p)), (3)

P (t) =
t∑

p=1

βt−p · φ(x(p)) · y(p), (4)

其中0 6 β < 1为遗忘因子.

若向量序列{φ(x(p))}满足PE条件, 则Φ(t)是非
奇异阵,此时可通过一次性算法、LMS算法、RLS算
法等辨识算法得到解集S(t)中的唯一最优解

W ∗
LS(t) = Φ−1(t) · P (t). (5)

但是, 当{φ(x(p))}不满足PE条件时, Φ(t)为降秩矩
阵, LS类算法是病态的,式(2)的LS解不唯一,最优解
向量W ∗

LS(t)不确定. 进一步地对LS解集S(t)在RN

空间中作正交分解得

WLS(t) = W
(0)
LS (t) + W

(1)
LS (t). (6)

其中W
(0)
LS (t)∈K[Φ(t)],W (1)

LS (t)∈K⊥[Φ(t)],K[Φ(t)]
为实矩阵 Φ(t) 的零子空间 (核空间), K⊥[Φ(t)] 为
K[Φ(t)]的正交补子空间. 由线性空间理论知:

1) W
(1)
LS (t)是式(2)所示的LS解空间中唯一的最

小二乘、最小范数解.

2) 对于任何W
(0)
LS (t) ∈ K[Φ(t)], 则W

(0)
LS (t) +

W
(1)
LS (t)均为最小二乘解.

正因为W
(0)
LS (t)可在子空间K[Φ(t)]中任意取,从

而造成当Φ(t)奇异时最优参数向量W ∗(t)不确定,参
数辨识(或网络学习)过程不稳定. 为保证算法过程
收敛性和唯一性,需剔除W

(0)
LS (t).

3)将最小二乘、最小范数解W
(1)
LS (t)一般地表示

为W ∗(t),则由矩阵理论知W ∗(t)可表为

W ∗(t) = Φ+(t) · P (t). (7)

其中Φ+(t)为矩阵Φ(t)的Moor-Penrose广义逆. 当向
量序列{φ(x(p))}不具备PE性时, Φ(t)为奇异阵, 此
时的参数辨识目标转为求Φ(t) ·W (t) = P (t)的广义
逆型最优解. 这不仅仅能保证辨识算法过程的收敛
性、稳定性,而且便于降低系统的复杂度,提高算法
效率和辨识效果.

但是, 计算式(7)中的高阶时变矩阵的广义
逆Φ+(t)并没有有效算法, 如Greville迭代法是针对
低维的定常矩阵, 广义逆递推公式的自适应滤波算
法[10]只针对线性自回归辨识问题,且矩阵结构较简
单. 因此,求式(7)的最优解,还需要研究更为有效的
辨识算法.

3 递递递推推推最最最小小小二二二乘乘乘最最最小小小范范范数数数算算算法法法(Recursive
least-squares and minimum-norm algorithm)
求式(7)所示的最小二乘、最小范数解,等价于求

解如下二次规划问题

min ‖W (t)‖2
,

s.t. Φ(t) ·W (t) = P (t),

W (t) ∈ Rn. (8)

而式(8)的约束优化问题又可运用罚函数(penalty
function)原理,将其转化为无约束优化问题.即:

minF [W (t)]=‖W (t)‖2+µ·‖Φ(t)·W (t)−P (t)‖ .

(9)

其中µ > 0为罚因子(penalty factor). 设式(9)关于µ的

最优解向量为W ∗(t, µ), 则由罚函数定理可得
式(8)的最优解为
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W ∗(t) = lim
µ→+∞

W ∗(t, µ). (10)

由于F [W (t)]关于W (t)的二次函数是严格凸的, 故
优化问题(9)的解向量W ∗(t, µ)可由梯度算法得到,
其迭代方法为

W (t, µ, k + 1) =

W (t, µ, k)− ηk[(I+µ · Φ2(t)) ·
W (t, µ, k)−µ·Φ(t)·P (t)]. (11)

其中ηk > 0为学习率.

根据上述分析知, 欲获得最优解向量W ∗(t), 需
先对递增罚因子系列{ µi }中的 µi 按照式(11)对k

进行迭代计算, 得到的解向量 W ∗(t, µi) , 然后再
对于新的罚因子 µi+1 重复上述迭代, 得到解向量
W ∗(t, µi+1) , 由此类推, 直到满足某种精度要求时
停止,此时有充分大的µI ,使得W ∗(t) ≈ W ∗(t, µI).
显然, 这种多重迭代方法在实际工程应用中是难以
办到的.

如果在时间点t将上述关于学习率序列{ηk}和罚
因子序列{µi}的双重迭代过程统一起来,由式(11)整
理后可得

W (t, k + 1) =

[(1− ηk)I − ηk · µkΦ
2(t)] ·

W (t, k) + ηk · µkΦ(t)· P (t). (12)

其中 k → +∞时 ηk > 0, µk → +∞. 从初始向量
W (t, 0)出发经迭代计算得最优辨识参数向量
W ∗(t). 当有新样本加入,较大地改变了Φ(t)和P (t)
时,再按如下递推式更新:

Φ(t+1) = β ·Φ(t)+φ(x(t+1))·φT(x(t+1)), (13)

P (t+1) = β · P (t)+φ(x(t+1))·y(t+1). (14)

然后再以W ∗(t)为初始向量按式(12)进行迭代
得W ∗(t + 1). 由此类推.

本文称式(12)～(14)便是系统(1)关于线性参数辨
识问题的递推最小二乘、最小范数算法(RLS–MN).

4 递递递推推推最最最小小小二二二乘乘乘最最最小小小范范范数数数算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性分分分

析析析(Analysis of convergence of RLS–MN al-
gorithm)
引引引理理理 1 设X ⊂ Rn为有界紧集, {x(p)}为

以概率密度ρ(x)从X中独立抽取的输入样本集,
由此得系统(1)的样本集J = {(x(p), y(p)), p =
1, 2, · · · , t}, 则式(3)(4)定义的矩阵Φ(t)和P (t)分别
依概率1收敛于定常矩阵Φ和P .

引理1可根据Kolmogrov强大数定理证得. 详细
证明略.

RLS–-MN算法的收敛性包括W ∗(t, k)关于k的迭

代过程的收敛性和W ∗(t)关于时间t的收敛性. 引
理1的结论说明, 在较一般的条件下Φ(t), P (t)依概
率1收敛于常矩阵Φ和P , 显然W ∗(t)必收敛于最优
参数向量W ∗. 因此,下面只需证明W ∗(t, k)关于k的

迭代过程的收敛性. 为表述方便,不妨省略式(12)中
的时间记号t得:

W (k+1)= [(1−ηk)I−ηk · µkΦ
2] ·W (k)+

ηk · µkΦ · P. (15)

在下面的讨论中, 使用如下的向量范数及相

应的矩阵导出范数: ‖x‖ = (
n∑

i=1

x2
i )

1/2, ‖A‖ =

(λmax(AT A))1/2, 其中λmax(A)为矩阵的最大特征
值.不难证明,当A ∈ Rn×n为实对称矩阵时, ‖A‖ =
max
16i6n

|λi(A)|; 当A ∈ Rn×n为非负定实对称矩阵时,

‖A‖ = λmax(A).

引引引理理理 2 设系统(1)的非线性向量函数φ(x(t))
有界, 则存在 B > 0 和 C > 0, 使得 ‖Φ(t)‖ < B2,
‖P (t)‖ < B · C.

证证证 由φ(x(t))的有界性得知存在b > 0和c > 0,
使得‖φ(x(t))‖ 6 b, |y(t)| 6 c成立.

‖Φ(t)‖ 6
t∑

p=1

βt−p · ‖φ(x(p)) · φT(x(p))‖, (16)

设Φp = φ(x(p)) · φT(x(p)), 显然rank(Φp) = 1, 且
λ1(Φp) > 0, λ2(Φp) = · · · = λn(Φp) = 0,从而

‖Φp‖ = λmax(Φp) =
tr[φ(x(p)) · φT(x(p))] = ‖φ(x(p))‖2 6 b2.

再代入式(16)得‖Φ(t)‖ 6
t∑

p=1

βt−p · b2 =
1− βt

1− β
·

b2 <
1

1− β
· b2,设B =

b√
1− β

,则‖Φ(t)‖ < B2.同

理可证‖P‖ < B · C.

引引引理理理 3 设二次目标函数的优化问题

min ‖W‖2
,

s.t. Φ ·W = P,

W ∈ Rn (17)

的最优解向量为W ∗;罚函数形式的无约束优化问题

minF [W (µk)]=‖W‖2+µk · ‖Φ ·W−P‖2 (18)

的最优解为W ∗(µk),则

W ∗=QT ·diag{ 1
λ1

,
1
λ2

,· · ·, 1
λr

, 0,· · · ,0}·Q·P,

(19)
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W ∗(µk) = QT · diag{ µkλ1

1 + µkλ2
1

,
µkλ2

1 + µkλ2
2

, · · ·,
µkλr

1 + µkλ2
r

, 0, · · · , 0}·Q·P. (20)

其中Q为正交矩阵, λ1, · · · , λr为Φ的r个正惯性指

数.

证证证 因为Φ为非负定对称矩阵,则对Φ作正交–对
角分解得:

Φ = QT ·diag(λ1, λ2,· · ·, λr, 0,· · ·, 0)·Q. (21)

由Moore-Penrose广义逆的性质及式(7)可得:

W ∗ = Φ+ · P =

QT·diag(
1
λ1

,
1
λ2

,· · ·, 1
λr

, 0,· · · 0)·Q·P.

又根据优化问题(18)的目标函数的严格凸性知, 唯

一最优解为W ∗(µk),可由
∂F

∂W (µk)
= 0得:

W ∗(µk) = (I + µk · Φ2)−1 · µk · Φ · P. (22)

再将矩阵Φ的正交–对角分解式式(21)代入式(22)便
可得到式(20)成立.

引引引理理理 4 对于离散时变线性系统

W (k + 1) = A(k) ·W (k) + B(k), (23)

其中W (k) ∈ Rn, A(k) ∈ Rn×n, B(k) ∈ Rn. 若满足
条件:

1) ‖A(k)‖ < 1 − ηk, 其中 0 < ηk 6 1, 且∑
ηk = ∞;

2) ‖B(k)‖ = o(ηk),即
‖B(k)‖

ηk

→ 0;

则系统(23)在外加摄动B(k)作用下大范围渐近鲁棒
稳定, 即对于任何初态W (0)均有 lim

k→+∞
‖W (k)‖ =

0成立.

(引理4的证明见文[11].)

定定定理理理 1 (RLS–MN算法收敛性)若取学习率序
列{ηk}和罚因子序列{µk}当k充分大时满足:

1) ηk > 0, ηk → 0;
2) lim

k→∞
ηk+1

ηk

= 1,且
∑

ηk = ∞;

3) 取µk =
d

ηk

,其中0 < d <
2

B4
.

则式(15)所示的RLS–MN算法使向量W (k)大范
围收敛于最小二乘、最小范数解W ∗. 即从任何初
态W (0)迭代计算,均有W (k) → W ∗.

证证证 ‖W (k)−W ∗‖ 6
‖W (k)−W ∗(µk)‖+‖W ∗(µk)−W ∗‖ .

由引理3易证明‖W ∗(µk)−W ∗‖ → 0. 下面只需
证明‖W (k)−W ∗(µk)‖ → 0成立.

根据式(15)和式(22), 可将W (k) = W (k) −
W ∗(µk)表示为如下时变线性系统的状态方程形
式:

W (k + 1) = A(k) ·W (k) + B(k). (24)

其中

A(k) = (1− ηk)I − ηkµk · Φ2, (25)

B(k) = W ∗(µk)−W ∗(µk+1). (26)

1) 由条件 3) 及 ηk → 0知, 存在 a, b, 满足取
a(1− ηk)

ηk

< µk <
b(1− ηk)

ηk

,其中

0 < a < d < b <
2

B4
.

因为 λi[A(k)] = 1 − ηk − ηkµk · λi[Φ2], 易证

0 6 λi[Φ2] < B4,从而有 λi[A(k)] < 1− ηk.

另一方面有

λi[A(k)] > 1− ηk − ηkµk ·B4 >

1− ηk − ηk · b(1− ηk)B4

ηk

>

1− ηk − 2
B4

(1− ηk) ·B4 =−(1− ηk),

所以有|λi[A(k)]| < 1− ηk,即

‖A(k)‖ = max
16i6n

|λi[A(k)]| < 1− ηk.

再由 ηk > 0, ηk → 0和
∑

ηk = ∞推知,引理4的条

件1)成立.

2) 根据引理3, 将W ∗(µk)的表达式式(20)代入

B(k),利用µk >
a(1− ηk)

ηk

条件可得:

‖B(k)‖
ηk

<

1
a(1−ηk)

·max
16i6n

∣∣∣∣∣∣∣∣

(1− µk+1

µk

)λi

(
1
µk

+λ2
i )(

1
µk

+
µk+1

µk

·λ2
i )

∣∣∣∣∣∣∣∣
·‖P‖ .

因为ηk → 0时µk →∞,且已知

lim
k→∞

µk+1

µk

= lim
k→∞

(1− ηk+1) · ηk

(1− ηk) · ηk+1

= 1,

从而推知
‖B(k)‖

ηk

→ 0.

根据引理4知‖W (k)−W ∗(µk)‖ → 0成立. 定理

得证.

推推推论论论 1 若取学习率序列{ηk}和罚因子序
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列{µk}当k充分大时满足:

1) ηk =
c

kα
,其中0 < α 6 1, c > 0为常数;

2) 取µk =
d

ηk

, 其中0 < d <
2

B4
, B =

max
t
‖φ(x(t))‖.

则式(15)所示的RLS–MN算法大范围收敛于最

小二乘、最小范数解W ∗. 证明略.

5 仿仿仿真真真实实实验验验结结结果果果(Simulation result)
为了验证上述RLS–-MN算法在非持续激励条件

下的有效性和最优解唯一等特性, 选择通常权系

数很多而样本数不足的小波神经网络的学习问题,

将RLS–-MN算法与应用较广泛的RLS算法进行比较

实验. 设含有较大噪声的非线性信号为:

y = f(x) + v =

(x2−2x+1.5)×(sin(4πx)+0.125 · cos(26πx))+

0.125 · sin(2πx) + 2 + v. (27)

其中, x ∈ [0.1, 1], 高斯噪声v ∼ N [0, 0.052], 随机
抽取20对观察值作为样本,按文献[8]中有关方法设

计如下形式的小波网络:

Ŷ (t) =
N∑

i=1

wi · ϕi(x(t)). (28)

其中ϕi(x)(ϕ1(x) ≡ 1)为小波基函数, N = 50.

小波网络(28)的权系数W = (w1, w2, · · · , wN)T的
学习问题, 便是式(1)所示非线性系统线性参数

的辨识问题. 可以证明, 当学习样本个数小于向

量φ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), · · · , ϕN(x))T的维数N时,

非线性向量序列{φ(x(p))}一定不满足PE条件.分别

用RLS算法和RLS–-MN算法对式(28)权系数进行学

习训练,其效果比较见图1∼4.

图 1 RLS算法的逼近效果(遗忘因子β = 0.7,误

差MSSR<0.035)

Fig. 1 Approximation effect of RLS algorithm (forgetting

factor β = 0.7, error MSSR<0.035)

图 2 RLS–-MN算法的逼近效果(控制参数α = 1, c = 1.2,

a = 0.003,误差MSSR<0. 035)

Fig. 2 Approximation effect of RLS–-MN algorithm(control

parameters α = 1, c = 1.2, a = 0.003, error

MSSR<0.035)

图 3 RLS算法和RLS–-MN算法拟合误差比较

Fig. 3 Comparison of approximation errors between RLS

algorithm and RLS–-MN algorithm

(a) RLS–-MN算法权最优系数

(b) RLS算法权最优系数

图 4 取不同初始值时RLS算法和RLS–MN算法获得最优

权系数比较

Fig. 4 Comparison of approximation weights with different

original values between RLS algorithm and

RLS–MN algorithm.
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仿真实验表明,当PE条件不满足时, RLS–-MS算

法不但能很好逼近学习样本,而且拟合曲线平缓,在

样本空缺或稀疏区不会出现大幅振荡(图1、2),能较

好避免过度拟合问题,对于提高外推能力十分有效;

RLS–-MS算法逼近速度稍慢于RLS算法, 但逼近过

程稳定,不会出现对学习样本和控制参数过于敏感

使误差大幅反弹现象(见图3);对于不同的初始权值,

RLS–-MS算法都能保证学习过程收敛于同一最优权

系数和相同的拟合曲线, 而RLS算法无法做到这一

点(图4), 这证实了RLS–MN算法大范围收敛性和最

优解的唯一性.

6 结结结论论论(Conclusion)
1) 当向量序列不满足PE条件时, RLS–-MS算法

仍能保证辨识过程从任意初态收敛于唯一的Moor-

Penrose广义逆形式的最优解(正交投影解), 辨识过

程稳定,结果更为确定.

2) RLS–-MS算法获得的最优解不但使拟合样本

的误差最小,而且使最优参数解向量的范数最小,从

而能使拟合曲线(面)尽可能地平缓. 在机器学习问

题中可省去系数为零或近似为零基函数部分,使系

统结构可进一步简化. 按照统计学习理论,这利于提

高学习系统的泛化能力.

3) RLS–-MS算法计算简单, 控制参数选取直观,

在辨识参数数量庞大的情况下,其特点更为突出.

但是, RLS–-MS算法在理论上还有待于深入的研

究,其收敛速度等性能指标还可以进一步改善.
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