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摘要:对于估计、滤波和控制等问题,多模型方法提供了一种非常优越的解决方案.设计优良的模型集合是应用
多模型方法的首要问题.本文提出了一种基于概率分布代表点的模型集合设计方法. 在已知系统模式的概率分布
条件下,由数论方法获得代表其概率分布的F–偏差或伪F–偏差代表点和均方差代表点,利用这些代表点构成覆盖
系统模式空间的模型集合.文中给出了一维和二维模型集合的具体设计.仿真结果说明了所设计的模型集合的性
能.
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Abstract: Multiple-model approach provides the state-of-the-art solutions to many problems involving estimation, fil-
tering and control, etc. The design of a model-set is one of the important problems in the application of the multiple-model
algorithm. A new method for designing model-set with representative points of probability distribution is proposed. Based
on the given probability distribution of a system mode, the F-discrepancy or quasi F-discrepancy representative points and
the mean square error representative points representing the probability distribution of system mode are selected by means
of number-theoretic method. The model-set used in a multiple-model approach is then constructed. Model-set design in
one-dimensional space and two-dimensional space is also given. Finally, simulation results show the performance of the
model-set designed.

Key words: model-set; number-theoretic method; representative points; discrepancy

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2009)05−0475−06

1 引引引言言言(Introduction)
由于多模型(MM)估计方法具有处理系统结构和

参数未知和/或变化问题以及能将复杂问题简化为
简单子问题的独特能力, 近年来受到了广泛的研究
和发展.其中,最有代表性的估计方法是固定结构多
模型(FSMM)法[1,2]和变结构多模型(VSMM)法[3,4].
在FSMM方法中, 模型集合需要预先设定并且是固
定不变的;而在VSIMM法中模型集合自适应是最困
难的部分,它决定何时使用哪个模型或模型集合.文
献[2]指出使用过多的模型,由于模型间的竞争导致
算法的性能与使用较少模型时一样变差. 因此, 决
定多模型算法性能优劣关键在于其所使用的模型集

合,并且其主要的困难也在于如何设计优良的模型

集合. Li Xiaorong从理论上指出了3类通用的模型集
合离线设计方法: 最小分布误匹配法,最小模式距离
法和矩匹配法[5], 对于模型集合的设计具有一般性
的理论指导意义.最小分布误匹配法,是指给定分布
误差, 通过使用随机模型的经验分布逼近系统模式
的概率分布,在概率分布空间上设计模型集合;最小
模式距离算法, 是指通过最小化随机模型与系统模
式之间的距离,在矢量空间上设计模型集合;而矩匹
配算法, 是指依据系统模式概率分布的均值和方差
设计模型集合.
考虑此类系统模式满足或者分段满足某种概率

分布的估计问题,本文将数论引入到模型集合设计
问题中, 利用数论网格获取代表概率分布的两类低
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偏差代表点: 其一是基于F–偏差或伪F–偏差的代表
点,另一是基于均方差(MSE)准则的代表点,由这些
代表点构成覆盖系统模式空间的模型集合.若已知
系统模式的累积分布函数, 则利用F–偏差或伪F–偏
差代表点构建模型集合;若已知系统模式服从均匀
分布,则利用MSE代表点构建均匀散布的模型集合.

2 算算算法法法原原原理理理(Principle of algorithm)
2.1 数数数学学学建建建模模模(Mathematical modeling)
考虑下列随机混合动态系统:

Xk = f(Xk−1, sk) + Vk(sk). (1)

Zk = h(Xk, sk) + Wk(sk). (2)

其中: Xk ∈ Rnx是系统的基态矢量, Zk ∈ Rnz是

量测矢量, Vk ∈ Rnx和Wk ∈ Rnz分别是过程和量测

的高斯白噪声, 方差分别为Q和R. 随机参数sk是k

时刻系统的模式状态, 事件{sk=s ∈ S}表示k时刻

正起作用的第k个系统模式, S是系统模式集合. 模
式序列{sk}k=1,2,···是一个具有初始概率和转移概率

的马尔可夫链.

第2代FSIMM和第3代VSIMM算法, 都是依据系
统真实模式的变化来设计马氏规则管理模型间

转移. 对于一些应用来说, 系统模式具有明确的
物理意义, 因而可以把系统真实的模式建模为一
个随机变量s: Ω →S, 其中S表示模式空间, Ω表示

样本空间. 用ps(x)=P{s=x}和Fs(x)分别表示s的

概率密度函数和累积分布函数, 则s的变化可以定

义为一个随机过程s(t): (Ω,F, P ) × T→S. 类似
地, 模型集合设计问题也可以将模型建模为随机
变量m: Ω →M , 其中M为随机变量m的取值范围,
即M={m1,m2, · · · ,mN}, N表示模型的数量,模型
的先验初始概率分布为pm(x)=P{m=x}. 同样,模
型转移也简述为一个随机过程m(t): (Ω,F, P ) ×
T→M . M是全部的模型集合,模型间转移利用马氏
规则来管理.
从真实模式和模型的概率意义上讲,模型集合设

计, 本质上是寻找一个随机变量m去估计另一个给

定的随机变量s. 下面阐述最小分布误匹配算法和数
论方法的原理.

2.2 最最最小小小分分分布布布误误误匹匹匹配配配(Minimizing distribution mis-
match)
最小分布误匹配设计的思想是: 寻找1个随机变

量m, 使其累积分布函数Fm(x)充分逼近s的累积分

布函数Fs(x).
假设已知Fs(x), 在给定分布匹配误差ε条件下,

寻找随机变量m,使得其概率分布Fm(x)满足

|Fs(x)− Fm(x)| 6 ε, (3)

则其最小集合设计的模型数量为N=d1/2εe, 一个
不小于1/2ε的整数.
文献[5]给出了一维情况下的模型集合设计:

M∗ = {m1,m2, · · · ,mN}, (4)

mi = arg
x∈S

[Fs(x) = (2i− 1)/2N ], (5)

pm(x)|x=mi
=P{m=mi|m∈M∗}=1/N, (6)

其中i = 1, · · · , N .

2.3 数数数论论论方方方法法法(Number-theoretic method)
数论方法[6]是计算统计分析中多元分布的概率

与矩的有力工具, 并且在非线性滤波中得到广泛应
用[7]. 它的关键问题是在s维单位立方体Cs上找出一

个Weyl意义下具有较小偏差的均匀散布的点集, 通
称为数论网格(NT-net). 利用数论网格,可以生成某
个连续分布函数的代表点. 因而利用这些代表点,可
以构建所需的模型集合.
命F (x)为Rs中的一个连续多元分布函数. 如果

要在Rs中找出n个点x1, x2, · · · , xn, 使它们对F (x)
具有良好的代表性. 关于点集的代表性主要有两个
度量,一个是F–偏差,另一个是MSE准则.
命P={xk, k = 1, · · · , n}为Rs中的n点集合, 则

其经验分布为

Fn(x) =
1
n

n∑
i=0

I{xi 6 x}, (7)

其中I{A}为A的指标函数.

定定定义义义 1 命F (x)为Rs上的一s维连续分布函数,
P={xk, k = 1, · · · , n}为Rs上的一个n点集合,则

DF(n, P ) = sup
x∈Rm

|Fn(x)− F (x)|, (8)

称为P关于F (x)的F–偏差度量.

定定定义义义 2 命F (x)为Rs上的一s维连续分布函数,
P={xk, k = 1, · · · , n}为Rs上的一个n点集合, 如
果n点集合P ∗ = {xk, k = 1, · · · , n}满足

DF(n, P ∗) = min
P

DF(n, P ), (9)

其中P ∗遍历所有Rs上的n点集合, 那么P ∗就称为

F (x)的F–偏差代表点.

定定定理理理 1 命F (x)为Rs上的一元连续分布函数,
F−1(y)为它的逆函数. 则集合

ΩF = {F−1(
2i− 1

2n
), i = 1, · · · , n} (10)

为F (x)的具有最小F–偏差1/2n的代表点.

显然, 一元连续分布函数的具有最小F–偏差的
代表点,也就是式(5)所获得的模型.

定定定理理理 2 命F (x)为Rs上的一s维连续多元分布
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函数,若

F (x) =
s∏

i=1

Fi(xi) , (11)

此处Fi(xi), i=1, · · · , n为一元连续的累积分布函

数. 命{ck=(ck1, · · · , cks), k=1, · · · , n}为Cs上有偏

差d的一个集合,则

{xk = (F−1(ck1), · · · , F−1(cks))} (12)

是关于F (x)有F–偏差d的代表点.

定定定义义义 3 命F (x)为Rs上的一s维连续分布函

数, 若存在x=x(φ), φ=(φ1, φ2, · · · , φt)是一个有
独立分量的t维随机矢量, 且具有独立的连缘概
率密度函数pi(φi)和累积分布函数Gi(φi), 16i6t.
命P={ck}为Ct上关于G的有F–偏差d的集合, 则集
合PF={x(ck), k = 1, · · · , n}是关于F (x)有伪F–偏
差d的代表点集.

定定定义义义 4 设一s维随机矢量x的n–级量化Q =
(Y, S), 包含Rs的一个输出矢量集Y = {y1, y2,· · · ,

yn}和Rs上n个互不相交的剖分S={S1, S2, · · · , Sn}
及一个由Q(x) = yi(x ∈ Si)定义的映射Q: Rs→ S.
则使

MSE(Q) =
1
s
E‖x−Q(x)‖2 (13)

达到最小的n–级量化为最优n–级量化. 最优n–级量
化对应的{yi}称为x的MSE代表点.

3 代代代表表表点点点算算算法法法(Algorithm of rep-points)
定理1和定理2分别给出了1维分布和多维独立

分布的F–偏差代表点. 除上述情况外, 要找到定
义2、定义3和定义4定义的代表点,则需要依据最简
单的NT-net,即均匀分布U(Cs)上的生成的点集来产
生代表点. 已知多种方法获得Cs上的低偏差点集,
如glp集合, gp集合, H–集合等. 当维数s < 10时, 使
用glp集合将产生比较好的结果[6].

定定定义义义 5 命(n;h1, · · · , hs)为一个整数矢量,
满足16hi<n, hi 6=hj(i6=j), s<n, 以及最大公约
数(n, hi) =1, i=1, · · · , s. 命{

qki ≡ khi(mod n),

xki = (2qki − 1)/2n,
(14)

其中: k=1, · · · , n, i=1, · · · , s, qki满足16qki6n. 那
么集合Pn={xk=(xk1, · · · , xks), k=1, · · · , n}称为
生成矢量(n;h1, · · · , hs)的格子点集. 如果Pn在所

有可能的生成矢量具有最小偏差, 则Pn称为glp集
合.

3.1 伪伪伪F–偏偏偏 差差差 代代代 表表表 点点点(Rep-points of quasi F-
discrepancy)
已知很多多元分布,如球对称分布、椭球对称分

布和多元l1范数分布等,都有下面的随机表示:

x
d= Ry, (15)

其中: x∼F (x), 为一s维多元分布, y∼U(D), D为

(s − 1)维有界区域, 且R与y独立, R是正的随机变

量. 则可以利用R与y的独立性来生成F (x)的伪F–
偏差代表点,其步骤如下所示:

1) 由glp集合产生Cs上的一个NT-net{ck = (ck1,

· · · , cks), k = 1, · · · , n}.

2) 以F−1
R 表示随机变量R的分布函数的逆函数.

计算rs = F−1
R (cks), k = 1, · · · , n.

3) 用ck的前(s−1)分量元素产生D上的一个NT-
net{yk, k = 1, · · · , n}.

4) 最后, {xk = rkyk, k = 1, · · · , n}是F (x)的
伪F–偏差代表点集.

3.2 MSE代代代表表表点点点(Rep-points of MSE)
命F (x)为Rs上s维累积分布函数. 假定F (x)的

一组F–偏差或伪F–偏差代表点可以由Cs上的NT-
net生成,那么生成MSE准则代表点的步骤如下所述:

1) 由glp集合产生Cs上的NT-net,获得F (x)的一
组F–偏差或伪F–偏差代表点Ω={c1, c2, · · · , cN}.

2) 置t=0, 从Ω中选择n点作为输出矢量yt =
{yt1, · · · , ytn}的初始集合, NÀn.

3) 形成Ω的剖分{Sj, j = 1, · · · , n}, 使每一
个ci皆对应一个Sj ,满足

‖ci − yt,j)‖ < ‖ci − yt,k)‖, k 6=j. (16)

4) 计算条件样本均值yj

yj = E{ci|ci∈Sj}, (17)

并组成一个新的输出矢量

yt+1 = {yt+1,1, · · · , yt+1,n}, (18)

其中

yt+1,j =
1

nt+1,j

∑
k∈sj

ck . (19)

nt+1,j表示落于Sj中的ck的数量.
5) 若yt+1 = yt,则终止程序,并得到最终输出矢

量yt. 否则命t = t + 1,回到步骤3).

4 模模模型型型集集集合合合设设设计计计(model-set design)
下面针对目标的机动加速度,给出一维和二维情

况下的模型集合设计.
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4.1 一一一维维维设设设计计计(Design in one dimension)
在机动目标跟踪中,经典的“当前”统计模型算

法[8,9]用修正的瑞利分布来描述目标机动加速度的

“当前”概率密度.只要给定目标机动加速度的正
负极限值及“当前”时刻的加速度，就可以获得目

标机动加速度的累积分布函数,从而设计模型集合.
考虑如下情况,给出3个模型的集合设计:

a+M = 60, ā = 40. (20)

基于F–偏差代表点的3模型设计如图1所示. 在
图1中, Fs(30)≈1/6, Fs(40)≈1/2, Fs(50)≈5/6. 因
而可以得出,模型集合M={a1, a2, a3}≈{30, 40, 50},
模型的概率为{1/3, 1/3, 1/3}.

图 1 基于F–偏差的3模型设计

Fig. 1 Three Models design with F-discrepancy

4.2 二二二维维维设设设计计计(Design in two dimensions)
假设二维直角坐标系上,机动目标的加速度在单

位圆内均匀分布,为使每个模型等可能地覆盖相同
的模式空间,采取MSE准则设计模型集合.
考察加速度(ax, ay),在单位圆内

B2 = {(ax, ay) : a2
x + a2

y61}, (21)

找到一个有n个点的均匀散布集合,若用极坐标{
ax = r cos(2πθ),

ay = r sin(2πθ),
(22)

此处(r, θ)∈C2,在C2上取一个NT-net点集Pn = {(rk,

θk), k=1, · · · , n}. 依据定义3,把点集

P={(F−1
r (rk), F−1

θ (θk))}={(√rk, θk)}, (23)

代入式(22)可得{
axk =

√
rk cos(2πθ),

ayk =
√

rk sin(2πθ).
(24)

则点集PF={(axk, ayk)}是机动加速度的伪F–偏差
代表点. 对点集PF再运用MSE准则可得MSE代表
点QF. 图2给出QF中含有7个点的空间分布.

图 2 基于MSE的7模型设计

Fig. 2 Seven models design with MSE

由图中可以看出, QF点集具有空间上的对称性,
类似于钻石结构. 因此, 依据目标加速度的变化范
围,由点集QF中每个点的坐标位置和加速度的当前

值,设计出覆盖目标机动加速度的模型集合.
考虑如下例子,给出7个模型的集合设计,

a±M = 40, ā = 0, (25)

可得集合{(−24,−14), (−24, 14), (0, 0), (24,−14),
(24, 14), (0, 28), (0,−28)}. 通过旋转, 可得另一
个模型集合{(−14,−24), (−14, 24), (0, 0), (14, 24),
(14,−24), (−28, 0), (28, 0)}.

5 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
使用由恒速直线模型和当前统计模型组成的多

模型跟踪算法(CV–CS),以及应用矩匹配方法获得的
固定模型间距的当前统计模型跟踪算法(CS–FS),与
应用本文算法设计的模型集合的当前统计模型跟踪

算法(CS–VS)比较目标跟踪的性能.仿真设为50次.

设计一个目标机动方案[10],如表1所示.

表 1 目标机动设计

Table 1 Target maneuvering design

X轴加速度 Y轴加速度
序号 机动时刻/s

/(m · s−2) /(m · s2)

1 T = 31 5 −10
2 T = 38 −8 18
3 T = 49 10 −20
4 T = 61 0 30
5 T = 65 −10 −8
6 T = 66 −5 0
7 T = 81 5 −10

假设目标的起始状态: x0 =[12000 m, −426 m/s,
2000 m, 0 m/s],运动过程历时90 s,机动频率f0=1/60,
最大机动加速度amax = 40 m/s2, 位置量测误差
为100 m, 采样周期为1 s. 目标的航迹及目标的加
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速度曲线如图3所示. 假定目标机动加速度的方差
为100, 由矩匹配方法可知, CS–FS的固定间距取值
为12.

图4是CV–CS与CS–VS跟踪算法关于位置与速度
的RMSE比较图; 图5是CV–FS与CS–VS跟踪算法关
于位置与速度的RMSE比较图; 图6是CV–CS与CS–
FS及CS–VS跟踪算法关于加速度的RMSE比较图.

图 3 目标航迹和加速度曲线

Fig. 3 Target trajectory and acceleration curve
图 4 CV–CS与CS–VS的位置与速度RMSE

Fig. 4 Location and velocity RMSE of CV–CS and CS–VS
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图 5 CS–FS与CS–VS的位置与速度RMSE

Fig. 5 Location and velocity RMSE of CS–FS and CS–VS

图 6 CV–CS与CS–FS和CS–VS的加速度RMSE

Fig. 6 Acceleration RMSE of CV–CS, CS–FS and CS–VS

从实验结果可以看出, CS–VS算法在匀速阶段
由于多模型之间的竞争导致性能下降外, 在其余
阶段的跟踪性能均优于CV–CS.在整个跟踪过程中,
CS–VS算法的跟踪性能也均优于CS–FS算法的性能.

6 结结结论论论(Conclusion)
若系统模式的各维统计独立, 则可由各维的最

小F–偏差代表点构建模型集合.如果系统模式服从
均匀分布,则可以采用MSE准则设计均匀地覆盖系
统模式矢量空间的模型集合,这种模型集合在空间

上具有对称性和直观性. 如果系统模式服从高斯分
布,则可以利用矩匹配方法设计模型集合.根据系统
模式的概率分布设计优良的覆盖系统模式空间的模

型集合,可以有效改善多模型方法的估计性能.
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