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摘要:通常,即使对于一个可逼近反馈线性化的非线性系统,求得一个所需的坐标变换和反馈仍然是困难的,原
因在于需要求解一组偏微分方程. 在本文中,为了求得逼近反馈线性化所需的非线性反馈及坐标变换,首先引入了
一个扩展的坐标空间,针对一类线性可控的多输入非线性系统,推导了系统新的矩阵表达式. 然后,提出了一种新
的有效的构造化算法,它降低了计算所需的运算量. 最后通过一个例子介绍了本方法的应用.
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Abstract: In practice, it is difficult to determine a coordinate transformation and a feedback for the linear approximation
of a nonlinear system, even though the system is approximately feedback-linearizable. The reason is that it is necessary to
solve a set of partial differential equations. An extended coordinate space is firstly introduced. A new matrix presentation is
then presented for a general form of linearly controllable multiple-input nonlinear systems. Based on these preparations, we
develop an effective constructive algorithm procedure with reduced computation for obtaining a coordinate transformation
and the feedback. Finally a dynamic feedback-linearizable system is given as an example to illustrate the application.
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1 引引引言言言(Introduction)
反馈线性化是非线性控制理论中常用的方法.

基于微分几何的非线性控制理论为精确线性化设计

提供了强有力的工具[1,2]. 然而,它需要系统满足确
定的结构和条件,例如对合、相对阶等,并且需要精
确地对消非线性项.因此,一些研究者提出了几种通
过坐标变换和非线性反馈近似线性化非线性系统的

方法. 这些方法不是精确的线性化,但却比精确线性
化适用于更多的系统.这方面的研究包括高阶逼近
线性化、伪线性化、扩展线性化等. 文献[3]提供了一
个逼近线性化方法的综述.

美国学者Krener首次提出了高阶逼近反馈线性
化方法[4]. 通过坐标变换和非线性反馈, 一个非线
性系统可以被线性化到预定的阶次. 在这种方法
中, 如何得到一个合适的坐标变换和非线性反馈是
非常关键的, 它需要求解一组被称为“Generalized
homological equations”的偏微分方程. 在文献[5]中,

一个方程求解的框架被提出,文献[6]将问题简化到
求解一组代数方程,当该方程组无精确解时,给出了
一种以最小二乘解近似替代的策略.此后,许多符号
或数值的求解算法被广泛研究[7∼10]. 文献[11, 12]讨
论了单输入非线性系统的逼近线性化, 一个嵌入的
状态空间被引入, 并推导了一个矩阵形式的代数方
程组. 通过计算矩阵方程组的解,可以求得所需的非
线性反馈和坐标变换.

与高阶逼近线性化相关的一个问题是自治非线

性系统的范式理论.许多研究者提出了大量的计算
范式的方法, 如李括号法、内积法、基于sl2(R)表示
理论的方法等. 文献[13, 14]提出了一种新的自治
非线性系统的范式, 它改善了传统范式, 给出了基
于Carleman线性化方法的求解程序.

本文将讨论多输入线性可控非线性系统的高阶

逼近线性化问题.首先, 引入一个扩展状态空间, 在
该空间中推导了系统新的表达式. 接下来,提出了一

收稿日期: 2008−03−25;收修改稿日期: 2008−09−01.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60502009, 60804015).



488 控 制 理 论 与 应 用 第 26卷

种构造化的算法, 它大大减少了逼近线性化该系统
所需求解的多项式系数的个数,降低了运算量. 需要
指出的是,除了所引入的扩展状态空间类似外,本文
与文献[11, 12]在研究对象、主要思想、算法细节等
方面都是完全不同的.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
考虑如下形式的仿射非线性系统:

ẋ = f(x) +
r∑

i=1

gi(x)ui. (1)

这里: x ∈ Rn, f(x), gi(x)是充分光滑的函数. 不失
一般性,当ui = 0(1 6 i 6 r)时假设x = 0是系统的
一个平衡点,即f(0) = 0. 将上述系统在原点附近作
泰勒级数展开至k阶,得到

ẋ = Ax + Bu + f [2](x) +
r∑

i=1

g
[1]
i (x)ui + · · ·+

f [k](x) +
r∑

i=1

g
[k−1]
i (x)ui + O[k](x, u), (2)

其中: A =
∂f

∂x
(0) , B = g(0).

下面,将文献[15]中线性可控非线性系统的定义
由单输入系统推广到多输入非线性系统.

定定定义义义 1 如果式(2)中线性部分(A,B)是可控的,
那么称多输入非线性系统(1)是线性可控的.

在本文中,总是假设多输入非线性系统是线性可
控的. 由线性系统理论,给出如下引理.

引引引理理理 1 对于完全能控的多输入线性定常系统:

ẋ = Ax + Bu,

设其满足rank B = r,则可以找到一个线性非奇异
变换x̂ = Tx将上述系统变换为下述形式:

˙̂x = Acx̂ + Bcu, (3)

其中:

Ac =




A11 · · · A1r

...
...

Ar1 · · · Arr




(n×n)

, Bc =




B1

...
Br




(n×r)

,

Aii =




0 1
...

. . .

0 0 · · · 1
∗ ∗ · · · ∗




(µi×µi)

, Aij =




0 · · · 0
...

...
0 · · · 0
∗ · · · ∗




(µi×µj)

, i 6=j,

Bi =




0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗




(µi×r)

, i, j = 1, · · · , r.

上式中∗表示可能的非零元, {µ1, µ2, · · · , µr}构成系
统的能控型指数集,满足µ1 + µ2 + · · ·+ µr = n. 这

里,引入一个新的变量σi =
i∑

j=0

µj . 易知σr = n,特

别的令σ0 = 0.

由上述引理得到,对于线性可控的多输入非线性
系统,总存在一个非奇异变换,使得系统(2)变换为

˙̂x = Acx̂ + Bcu + f̂ [2](x̂) +
r∑

i=1

ĝ
[1]
i (x̂)ui + · · ·+

f̂ [k](x̂) +
r∑

i=1

ĝ
[k−1]
i (x̂)ui + O[k](x̂, u). (4)

因此,在下文中,把系统(4)作为讨论对象.为了符号
上的简便,仍然将上述系统简写为式(2).

注注注 1 如下文所述,能够利用系数矩阵Ac的特殊形式

构造一个迭代程序,从而降低运算量.

一个k阶逼近反馈线性化问题可以归结为在x =
0的邻域内寻找一个坐标变换

z = ψ(x), ψ(0) = 0 (5)

和一个状态反馈

u = α(x) + β(x)v, β(0) 6= 0, (6)

使得非线性系统在z坐标系下是k阶线性的, 即具有
如下形式:

ż = Az + Bv + O[k+1](z, v), k > 1, (7)

这里α(x)为定义在x = 0邻域内的r维多项式列向

量, β(x)为r维多项式方阵.

接下来将回顾一些有用的定义和结果[13,16].

性性性质质质[13,16] 定义Hk
n(k > 2)为变量x1, · · · , xn

的k次齐次多项式空间. 那么Hk
n的维数为

dk
n = Ck

n+k−1 =
(n + k − 1)!
k!(n− 1)!

, k > 2, n > 1. (8)

将集合{xq1
1 · · ·xqn

n : q1 + · · ·+ qn = k}中的元
素分成两个子集X1

k , X2
k . 子集X1

k中的元素不含有

因子xσi
(1 6 i 6 r). 那么, 由式(8)知, X1

k中共有

dk
n−r = Ck

n+k−r−1个元素,而X2
k由含有因子xσi

(1 6
i 6 r)的所有元素构成, 因此共有Ck

n+k−1 −
Ck

n+k−r−1个元素.把两个子集中的元素都按照x1 <

x2 < · · · < xn的顺序进行排列,之后将两个子集中
的元素进行组合,作为Hk

n中的一个基.

例例例 当n = 4, r = 2, k = 2, σ1 = 3, σ2 = 4时,
有

X1
2 = [x2

1 x1x2 x2
2],

X2
2 = [x1x3 x2x3 x2

3 x1x4x2x4 x3x4 x2
4],

则X2 = [X1
2 X2

2 ]T为H2
4的一个基.
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接下来, 定义一个导算子Dφ = 〈F,∇φ〉, 这
里∇φ为φ的导数, F (x) = (f1(x), · · · , fn(x))T是一
个由不包含常数项的幂级数构成的向量. 通过一个
递归的运算,可以得到

DXi =
∑
j>i

DijXj i > 1.

令H [1,2,··· ,∞]
n = H1

n ⊕ H2
n ⊕ · · · , 那么D是一个

由H [1,2,··· ,∞]
n 到H [1,2,··· ,∞]

n 的线性映射. 基于上面的
结果,引入一个矩阵表达

DX = TX(D)X,

这里X = (X1, X2, X3, · · ·)T是H [1,2,··· ,∞]
n 的一个基,

TX(D)是一个如下所示的上三角形式的矩阵:

TX (D) =




D11 D12 D13 · · ·
D22 D23 · · ·

D33 · · ·
. . .




,

其中Dij(i 6 j)是一个di
n × dj

n维的方阵.

基于上面的准备, 最后推导系统(4)在扩展空间
中新的表达式. 假设已经完成了系统(1)的k − 1阶逼
近反馈线性化,相应的表达式为

ẋ = Ax + Bu + O[k](x, u), k = 2, 3, · · · . (9)

取H [1,k]
n = H1

n ⊕Hk
n ,并把X [1,k] = (X1, Xk)T 作为

一个基.那么在新的扩展空间中,能够得到下面的表
达式: [

Ẋ1

Ẋk

]
=

[
A D1k

0 Dkk

][
X1

Xk

]
+

[
B

0

]
u +

[
Gk1(X1)
Gk2(X1)

]
u + O[k+1](X1, u). (10)

这里: D1k, Dkk分别是n× dk
n维和dk

n × dk
n维常矩阵,

Gk1(X1), Gk2(X1)分别是由k − 1次多项式构成的n

× r和dk
n × r维矩阵. 其中, 矩阵Dkk以及Gk1(X1),

Gk2(X1)都可由链式求导法则求出.

假设所求的坐标变换为

z = x− ψ[k](x), (11)

这里ψ[k](x)是一个k次多项式向量. 在新的扩展空间
中,该变换可以被重新写为[

Z1

Zk

]
=

[
I −Pk

0 I

][
X1

Xk

]
, (12)

这里I是适当维数的单位矩阵.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
基于上一节的准备,给出本文的主要结果.

定定定理理理 1 如果存在一个适当的坐标变换(11)(或
一个合适的矩阵Pk),以致于以下两个矩阵中只可能
第σi(1 6 i 6 r)行为非零向量

Mk = APk − PkDkk + D1k,

Nk = Gk1(X1)− PkGk2(X1),
(13)

那么系统是k阶可线性化的. 即总存在状态反馈

u = v + α[k](x) + β[k−1](x)v, (14)

可以k阶逼近线性化式(9).这里α[k](x)和β[k−1](x)分
别为α(x), β(x)展开式中的第k次和k − 1次项.进一
步的, 如果被找到的矩阵Pk还能够使得Mk和Nk的

第σi(1 6 i 6 r)行也为零向量, 那么仅仅通过坐标
变换(11)就能获得系统(9)的k阶逼近线性化,而不需
要反馈(14).

证证证 注意到[
I −Pk

0 I

]−1

=

[
I Pk

0 I

]
.

在Z坐标系中,对式(12)求导得[
Ż1

Żk

]
=

[
I −Pk

0 I

][
A D1k

0 Dkk

][
I Pk

0 I

][
Z1

Zk

]
+

[
I −Pk

0 I

][
Gk1(X1)
Gk2(X1)

]
u +

[
I −Pk

0 I

][
B

0

]
u + O[k+1](Z1, u).

上式整理得[
Ż1

Żk

]
=

[
A APk−PkDkk+D1k

0 Dkk

][
Z1

Zk

]
+

[
B

0

]
u +

[
Gk1(X1)− PkGk2(X1)

Gk2(X1)

]
u +

O[k+1](Z1, u).

接下来,考察下面的子系统

Ż1 = AZ1 + MkZk + Bu + Nku + O[k+1](Z1, u).

引入反馈式(14)到上式中,可以得到

Ż1 = AZ1 + MkZk + B(v + α[k](x) +

β[k−1](x)v) + Nkv + O[k+1](Z1, v). (15)

回顾式(3),可知在B矩阵中,仅仅第σi(1 6 i 6 r)行
为非零行向量, 即在B中有r个非零行向量, 又由于
矩阵B的秩为r, 因此上述r个非零向量必定是线性

无关的. 从B中取出这r个线性无关的向量构成一

个r维方阵Bs,即有
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Bs = [bT
σ1

, bT
σ2

, · · · , bT
σr

]T,

其中bσi
为矩阵B的第σi行向量. 如果一个满足定

理条件的Pk能够找到,那么Mk, Nk中只有第σi(1 6
i 6 r)行可能为非零向量. 与上类似,分别从Mk, Nk

中取出这r个非零行向量构成r维方阵M s
k和N s

k , 即
有

M s
k = [(mσ1

k )T, (mσ2
k )T, · · · , (mσr

k )T]T,

N s
k = [(nσ1

k )T, (nσ2
k )T, · · · , (nσr

k )T]T.

其中mσi

k , nσi(1 6 i 6 r)为矩阵Mk和Nk的第σi行

向量.

由式(15)可以看到,如果下面的等式

MkZk + Bα[k](x) = 0,

Bβ[k−1](x) + Nk = 0
(16)

成立,那么式(15)将变为

Ż1 = AZ1 + Bv + O[k+1](Z1, v). (17)

由上面的分析知, 在定理条件满足的情况下, B,

Mk, Nk3个矩阵除第σi(1 6 i 6 r)行向量之外,其余

行向量皆为零向量. 又由式(12)知Xk = Zk,因此等

式(16)降低为

M s
kXk + Bsα

[k](x) = 0,

Bsβ
[k−1](x) + N s

k = 0.
(18)

因为矩阵Bs是由r个线性无关的行向量构成, 因

此Bs为非奇异方阵, 所以矩阵Bs是可逆的. 那么

由式(18)可以解出

α[k](x) = −B−1
s M s

kXk,

β[k−1](x) = −B−1
s N s

k .
(19)

这样,通过坐标变换

Z1 = X1 − PkXk, (20)

及非线性反馈

u = v −B−1
s M s

kXk −B−1
s N s

kv, (21)

获得了系统(9)的k阶逼近线性化.

证毕.

注注注 2 由上面的证明过程,可知一旦矩阵Pk找到,那

么状态反馈将可由式(19)和(21)确定,所以如何找到Pk将是

非常重要的.

接下来,将讨论如何求解Pk的问题.

定定定理理理 2 使得式(13)中Mk仅仅第σi(1 6 i 6
r)行为非零向量的n × dk

n维矩阵Pk总是存在的, 并

且该矩阵中的每个元素都可由r × dk
n个变量表达.

证证证 首先考虑Mk = APk−PkDkk +D1k的前σ1

行. 由式(3)有系数矩阵A的前σ1行为:

A1 = [A11, · · · , A1r] =




0 1 0 · · · 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
0 · · · 0 1 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗ · · · · · · ∗




.

分别用pi
k, D

i
1k, mi

k (1 6 i 6 n)定义矩阵Pk, D1k,

Mk的第i行, 取p1
k作为一个初始变量. 那么p1

k包含

有dk
n个变量. 把它代入到Mk的表达式中,得到

m1
k = p2

k − p1
kDkk + D1

1k.

如果选择

p2
k = p1

kDkk −D1
1k,

那么有m1
k = 0. 类似的,继续递推,如果选择

pj
k = pj−1

k Dkk −Dj−1
1k , 2 6 j 6 σ1, (22)

那么有mi−1
k = 0 (2 6 i 6 σ1). 这样通过一个递推

算法, 确定了Pk的前σ1行, 它使得Mk的前σ1 − 1行
为零.

与A1的定义相似,可以继续定义A2, A3, · · · , Ar,
然后分别取pσi−1+1, (1 6 i 6 r)作为初始变量, 将
有与式(22)类似的递推式

pj
k = pj−1

k Dkk −Dj−1
1k ,

1 6 i 6 r, σi−1 + 2 6 j 6 σi. (23)

这样, 可以确定Pk的每一行. 当Pk确定后, 可以
由下面的式子计算出的Mk矩阵中第σi(1 6 i 6
r)行非零向量

mσi

k = āσi
Pk − pσi

k Dkk + Dσi

1k.

这里āσi
(1 6 i 6 r)表示矩阵A的第σi行.

由上面的过程可以看到,矩阵Pk中第σi−1 + 2行
至第σi− 1行的各元素都可由第σi−1 +1行中的dk

n个

初始变量表达. 进而矩阵Pk中的每个元素都可

由r个dk
n维行向量中的r × dk

n个初始变量表达. 因
此命题得证.

基于上面的定理,接下来考虑

Nk = Gk1(X1)− PkGk2(X1). (24)

回顾上节中Hk
n基的定义,给出下面定理.

定定定理理理 3 多项式矩阵Gk2可以进一步分解为如

下两个子矩阵:

Gk2(X1) =

[
G1

k2(X1)
G2

k2(X1)

]
, (25)

其中: G1
k2是一个dk

n−r×r维零矩阵, G2
k2是一个(dk

n−
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dk
n−r)× r维非零k − 1次多项式矩阵.

证证证 回顾上节, 可以对空间Hk
n作一个分解, 将

(X1
k)T和(X2

k)T作为分解后的两个子空间的基.
那么, G1

k2和G2
k2分别为相应子空间中含有输入

的k − 1次多项式系数矩阵. 由式(3)知, 在式(10)中,
仅仅第σi (1 6 i 6 r)个方程中含有输入的一次
项. 因此, 只有在含有xσi

因子的元素的导数中, 含
有输入的k次项才可能不为零. 即只有X2

k中的元

素, 其导数中包括输入的k次项才可能不为零. 而
在X1

k中的元素的导数中, 不存在含有输入的k次

项. 所以G1
k2为零矩阵, 而G2

k2为非零多项式矩阵.
又由于Hk

n中有dk
n个元素, X1

k中有dk
n−r个元素, 所

以G1
k2为dk

n−r× r维零矩阵, G2
k2为(dk

n− dk
n−r)× r维

非零k − 1次多项式矩阵. 证毕.

回顾式(25),对Pk矩阵作一个类似的分解

Pk = [Pk1 Pk2 ], (26)

其中: Pk1是一个n × dk
n−r维子矩阵, Pk2是一个

n × (dk
n − dk

n−r)维子矩阵. 接下来, 定义G̃k1,
P̃k2为包含Gk1和Pk2第σi−1 + 1到σi − 1(1 6 i 6
r)行的两个n − r行子矩阵. 而G̃s

k1, P̂k2为包

含Gk1和Pk2第σi (1 6 i 6 r)行的两个r行子矩阵.

基于上述准备,可以给出下面定理.

定定定理理理 4 如果由式(23)推导获得的矩阵Pk的子

矩阵P̃k2使得下式成立

G̃k1(X1)− P̃k2G
2
k2(X1) = 0, (27)

那么,通过一个坐标变换

Z1 = X1 − PkXk (28)

和一个非线性反馈

u = v −B−1
s M s

kXk −B−1
s N s

kv, (29)

这里

N s
k = G̃s

k1(X1)− P̂k2G
2
k2(X1), (30)

系统(9)将被变换为(17). 特别地,如果存在一个适当
的Pk使得下述等式成立:

APk − PkDkk + D1k = 0,

Gk1(X1)− Pk2G
2
k2(X1) = 0,

(31)

那么可以只通过坐标变换获得k阶逼近线性化.

证证证 将式(25)和式(26)代入到式(24)中, 由定理3
可以得到

Nk = Gk1 − Pk2G
2
k2. (32)

如果式(27)成立, 那么仅仅Nk的第σi(1 6 i 6 r)行
是非零的. 由定理1以及前面的分析,能够得出定理

的结论.

注注注 3 由定理4, 逼近反馈线性化问题已经被转化为

求解方程(27)的问题. 而该方程可以等价为求解一组线性

方程.

下面分析本文所提方法的运算量问题.

如果系统(9)是k阶可反馈逼近线性化的, 即能
够k阶线性化该系统的坐标变换和非线性反馈总是

存在的. 那么对于一般常用的比较系数的求解方法,
坐标变换(11)中需要求解的多项式系数个数为

N c
t = n · dk

n =
n(n + k − 1)!

k!(n− 1)!
.

而在非线性反馈(14)中,待定的多项式系数个数
为

N c
u = r · (dk−1

n + r · dk
n) =

r(nr + kr + k − r) · (n + k − 2)!
k!(n− 1)!

.

总的待定多项式系数的个数为

N c
s = N c

t + N c
u =

n(n+k−1)! +r(nr+kr+k−r) · (n+k−2)!
k!(n− 1)!

.

在本文的算法中,坐标变换中待定系数的个数为

Nt = r · dk
n =

r(n + k − 1)!
k!(n− 1)!

.

由式(19)知,当坐标变换确定后,相应的非线性反馈
也被确定. 因此总的待定多项式系数的个数为

Ns = Nt =
r(n + k − 1)!

k!(n− 1)!
.

显然本文的方法降低了多项式中待定系数的个数.

最后,可以将本节的讨论结果归结为下面的求解
流程.

Step 1 根据给定的方程,确定A,B, Gk1(X1)及
系统的能控性指数集,计算σi(1 6 i 6 r)及B−1

s ,构
造坐标空间H [1,k]

n ,定义相应的基;

Step 2 确定D1k, 通过链式求导法则计算Dkk

和Gk2(X1);

Step 3 取r个初始行变量p
σi−1+1
k (1 6 i 6 r).

由下述递推式

pj
k = pj−1

k Dkk −Dj−1
1k ,

1 6 i 6 r, σi−1 + 2 6 j 6 σi, (33)

可以得到矩阵Pk的表达式.

Step 4 将下述方程

G̃k1 − P̃k2G
2
k2 = 0 (34)
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转化为一组线性方程组求解, 从而求得Pk. 那么相
应的坐标变换可以由下式给定:

Z1 = X1 − PkXk. (35)

Step 5 利用下式:

α[k](x) = −B−1
s M s

kXk,

β[k−1](x) = −B−1
s N s

k ,
(36)

能够获得一个所求的状态反馈

u = v + α[k](x) + β[k−1](x)v, (37)

这里M s
k和N s

k可以由下式计算:



mσi

k = āσi
Pk − pσi

k Dkk + Dσi

1k,

M s
k = [(mσ1

k )T, (mσ2
k )T, · · · , (mσr

k )T]T,

N s
k = G̃s

k1(X1)− P̂k2G
2
k2(X1).

(38)

4 例例例子子子(Example)
为了更好的描述本文所提的算法,在本节中,将

线性化下面的非线性系统到2阶:



ẋ1 = x2 + x2
4 + x2u1 + x1u2,

ẋ2 = u1 + x1x3 + x4u2,

ẋ3 = x4 + x3u1 + x4u2,

ẋ4 = u2.

(39)

由于空间的限制, 省略部分中间结果. 容易验
证上述系统是一个两输入4阶线性可控的非线性系
统. 由方程可以确定A,B, G21并且有r = 2, µ1 =
2, µ2 = 2, σ1 = 2, σ2 = 4.

如上节所述,首先定义一个新的坐标空间H
[1,2]
4 ,

则它的基为(X1, X
1
2 , X2

2 )T,这里



X1 = [x1 x2 x3 x4],

X1
2 = [x2

1 x1x3 x2
3],

X2
2 = [x1x2 x2

2 x2x3 x1x4 x2x4 x3x4 x2
4].

(40)

在H
[1,2]
4 定义的空间内, 由给定方程可以确

定D12,由链式求导法则,可以得到D22, G22. 定义

p1
2 = [p10 · · · p19], p3

2 = [p30 · · · p39],

代入式(33),计算得到p2
2, p

4
2. 将上述变量代入式(34)

求得



p10 =∗, p11 =∗, p12 =∗, p13 =0, p14 =
1
2
,

p15 =0, p16 =1, p17 =0, p18 =0, p19 =0,

p30 =0, p31 =∗, p32 =∗, p33 =∗, p34 =0,

p35 =1, p36 =0, p37 =0, p38 =0, p39 =
1
2
.

(41)

上述结果中, ∗表示可任意给定数值.为了简单起见,

一律取为0. 将上述结果代入式(35), 得到所求的坐
标变换为 




z1 = x1 − 1
2
x2

2 − x1x4,

z2 = x2 − x2x4 + x2
4,

z3 = x3 − x2x3 − 1
2
x2

4,

z4 = x4 − x2x4.

(42)

由式(38)求得



M s
2X2 =

[
x1x3

0

]
,

N s
2 =

[
−x4−x2 + 3x4

−x4 −x2

]
.

(43)

将上述结果代入到式(36)(37)中,可以获得所求的非
线性状态反馈{

u1 = v1 − x1x3 + x4v1 + x2v2 − 3x4v2,

u2 = v2 + x4v1 + x2v2.
(44)

最后将式(42)及(44)代入到式(39)中,得到



ż1 = z2 + O[3](z, v),

ż2 = v1 + O[3](z, v),

ż3 = z4 + O[3](z, v),

ż4 = v2 + O[3](z, v).

(45)

这样得到了系统(39)的二阶逼近线性化.

5 结结结论论论(Conclusion)
在本文中,提出了一种新的非线性控制系统的高

阶逼近反馈线性化方法,给出了求解流程,该方法降
低了求解所需的运算量. 最后,通过一个例子阐述了
该方法的应用.
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