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摘要:假设项目收益服从算术均值回复过程,运用消费效用无差别定价原理,得出决策者在非完备市场下最优投
资消费策略以及最优目标函数,与完备市场中项目收益波动率增加引起投资触发水平单方面增加所不同的是,在非
完备市场情形下还须考虑决策者的风险规避动机对投资决策的影响,讨论了这一影响在一次性回报与现金流回报
两种情形下的不同表现,给出了相应解释,指出了项目收益的均值回复速度与投资触发水平之间的相互变动关系.
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Abstract: Assuming payments of a project follow an arithmetic mean-reverting process, we provide an optimal strategy
of investment and consumption，and the optimal object function in an incomplete market by using utility indifference
pricing principle. Unlike the complete market in which an increase of volatility would merely raise the investment trigger,
however, in the incomplete market the trigger is also influenced by investor’s precautionary motive. It is shown and ex-
plained that effects are different between lump sum payment and cash flow payment. Finally, the relationship between the
investment trigger level and the mean-reverting coefficient is discussed.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实物期权定价理论中,往往存在两类问题:一

是实物资产所对应项目收益大多具有本质风险, 这
使得定价无法采用传统的无套利定价理论进行; 二
是多数文献假设项目收益过程服从算术(或是几何)
布朗运动(arithmetic(geometric) Brownian motion),但
实际中大多数项目收益过程不服从布朗运动.对于
前者,“效用无差别定价理论”不失为一种较好的解
决途径, 后者则可通过假设项目收益服从均值回复
过程(mean-reverting process)达到贴近现实的目的.
“实物期权”(real option)概念最早由文献[1]提

出,前期实物期权的研究大多具有以下假设: 实物资
产可交换[2],实物资产能被已有资产复制[3],决策者
呈风险中性[4], 上述假设避免了市场本质风险的存
在,此时项目收益风险均属市场风险,定价遵循无套
利定价原则.但真实市场中,项目收益风险一般包含
本质风险, 其不能被市场中已有资产的价格风险所

复制.此外, 理性决策者属风险厌恶型, 其风险态度
对投资消费行为有很大影响.
当以上假设不成立时, 效用定价原理随之得到

了广泛应用. 该类定价方法实质在于决策者通过
对最优投资时刻(这种时刻往往是随机的)以及最
优投资消费策略的选取使得其效用期望达到最大

化, 并求得期权的效用无差别价格(utility indiffer-
ence price)以及投资触发水平(investment trigger). 文
献[5∼8]利用效用定价原理对非完备市场下最优投
资消费展开研究, 其中文献[5,6]均为求解项目投资
时刻(停时)财富效用期望最大化问题,不同的是,文
献[5]假设项目收益服从几何布朗运动,文献[6]从更
合理的角度假设项目收益服从均值回复过程; 文
献[7]通过求解决策者期望消费效用最大化而对最
优投资消费等问题进行研究;文献[8]结合随机动态
理论及非线性滤波技术研究了部分信息下终止时刻

的最优投资消费问题.
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本文采用期望消费效用最大化原则, 模型设定
类似文献[7]. 但文献[7]中,其项目收益服从算术(几
何)布朗运动, 而本文假设项目收益服从算术均值
回复过程, 这是由于现实中均值回复过程能更好地
描述项目收益变化[9]. 采用均值回复过程使研究
失去了布朗运动在数学处理上的简便性, 本文创新
在于在文献[7]的基础上引入新的计算方法并在处
理问题上的改进, 得到与文献[7]类似结论, 可视作
对[7]的扩充; 本文没有考虑风险资产的存在, 这是
由于若引入风险资产, 最终不过是通过套期保值策
略规避部分风险[5]. 此外,还结合均值回复过程特点,
讨论了回复速度对决策者投资行为的影响.

2 一一一次次次性性性回回回报报报模模模型型型(Lump sum model)
2.1 一一一般般般效效效用用用函函函数数数下下下的的的模模模型型型设设设定定定(Model under

normal utility)
假设模型关于时间连续且无限,决策者通过选取

最优投资消费策略使得下述效用期望达到最大:

E[
w ∞

0
e−βtU(Ct)dt]. (1)

其中: Ct是消费过程, U(Ct)为效用函数, β 为效用

关于时间的贴现系数. 决策者拥有一次投资项目的
机会, 投资可随决策者意愿在任意时刻进行且具有
完全不可撤销性,投资额度为I . 项目收益在任意时
刻t服从下列算术均值回复过程:

dXt = k(m− x)dt + σxdZt. (2)

k, m, σx均为参数, 其中Xt可为负,表示项目收益处
于亏损状态;另外市场中还存在无风险资产,其利率
为r. 值得一提的是,此情形下隐含有I < m的假设,
因为若I > m, 理性决策者绝不会对该类投资产生
兴趣,讨论随之失去意义.假设{Wt : t > 0}代表决
策者的财富过程,其变化服从下列过程

dWt = (rWt − Ct)dt. (3)

初始时刻财富为一常数,在投资发生时刻τ ,决策者
支出成本I而获得收入Xτ , 时刻前后决策者财富大
小服从变化: Wτ = Wτ−+Xτ−I .项目投资发生后,
此时最优目标函数与项目收益无关,故记作V0(W ) ,
其满足:

V0(W ) = sup
Cu,u>0

E[
w ∞

0
e−βuU(Cu)du|W0 = w].

其中W0代表初始时刻财富, 该最优解满足Bellman
方程:

βV0(w) = sup
c

[(rw − c)V0w(w) + U(c)]. (4)

该方程结果满足消费平滑结果(consumption-smooth
ing result): 当β = r时,对任何形式效用函数,最优目

标函数V0(w)以及最优消费均分别为
U(rw)

r
, rw[7].

若β 6= r 且效用函数U(Ct) = −e−γCt

γ
, 此时最

优消费以及最优目标函数则分别为rWt − r − β

rγ
,

− 1
rγ

exp(−rγw +
r − β

r
)[10].

投资发生前的最优目标函数与项目收益Xt有关,
故将其记作V (w, x),其满足

V (w, x) =

sup
τ,Cu,u>0

E[
w ∞

0
e−βuU(Cu)du|W0 = w, X0 = x],

其中X0表示初始时刻项目收益大小, 不难得V (w,

x)满足下列Bellman方程

βV (w, x) = k(m− x)Vx(w, x) +
σ2

x

2
Vxx(w, x) +

sup
c

[U(c) + (rw − c)Vw(w, x)]. (5)

V0(w)及V (w, x)之间存在若干关系:由于V (w, x)具
有非泡沫性, 即x无穷小时, 决策者将永不投资,
即 lim

x→−∞
V (w, x) = V0(w); 若τ为最优投资停时

且满足{τ |xτ = x̃}, 则x̃须满足值匹配条件(value-
matching condition):

V (w, x̃) = V0(w + x̃− I), (6)

以及平滑粘贴条件(smooth-pasting condition):
∂V (w, x)

∂x
|x=x̃ =

∂V0(w + x− I)
∂x

|x=x̃, (7)

∂V (w, x)
∂w

|x=x̃ =
∂V0(w + x− I)

∂w
|x=x̃. (8)

式(7)表示投资前后最优目标函数关于项目收益的
边际变化率相等,式(8)表示投资前后最优目标函数
关于决策者财富的边际变化率相等.

2.2 CARA效效效用用用函函函数数数下下下的的的模模模型型型(Model under
CARA utility)

2.1节讨论效用函数为一般函数下的最优投
资(停时)以及最优消费(控制)问题, 以下引入具体
效用函数. 由于本文旨在研究本质风险的存在及
其大小对决策者投资消费决策的影响以及该影响

与决策者风险态度的关系,为使得效用函数自变量
本身不影响决策者风险态度, 即风险厌恶系数, 在
此选用“常系数绝对风险厌恶”(constant absolute

risk aversion, CARA)效用函数,即U(c) = −e−γc

γ
. 另

外,为使计算简便,以下均假设效用关于时间折现系
数β = r , 该假设不会对论文结论产生任何实在性
影响.由2.1节, CARA效用函数下决策者投资后的最
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优目标函数V0(w)满足

V0(w) = − 1
rγ

e−rγw. (9)

在投资前,由于存在可供选择的投资机会,此时决策
者的最优目标函数显然比没有这一机会时要高, 故
该投资机会具有价值, 将该价值大小记作G(x), 依
据效用无差别定价原理, G(x)满足以下等式:

V (w, x) = − 1
rγ

e−rγw+G(x), (10)

G(x)的实际意义可理解为理性决策者愿意将投资
机会转让他人的最低价格,本文中其实际为效用无
差别价格.整理上述结论可得下述定理:

定定定理理理 1 实物期权的效用无差别价格G(x)满足
非线性常微分方程:

rG(x) = k(m− x)Gx +
σ2

x

2
Gxx − rγ

2
σ2

xG
2
x. (11)

且G(x)满足无泡沫条件 lim
x→−∞

G(x) = 0, 以及边界

条件

G(x̃) = x̃− I, (12)

Gx(x̃) = 1. (13)

其中x̃为投资触发水平, 若假设停时τ满足Xτ = x̃,
则有τ = inf{t|G(Xt) 6 Xt − I};并且决策者投资
前后的最优消费策略分别满足:

c̃ = r(w + G(x)), (14)

c̃ = rw. (15)

此外, G(x)关于x单调递增.

证证证 由方程(5)中关于c一阶条件Uc(C) = Vw(w,

x)及表达式(10)可得决策者在投资前的最优消费
满足式(14), 而由1.1中所提到的消费平滑结果可得
式(15);将式(10)代入方程(5),结合式(14)整理得方程
(11), 同时将式(10)代入等式(7) (8)和 lim

x→−∞
V (w, x)

= V0(w) 可得边界条件(12) (13)以及 lim
x→−∞

G(x) =

0.定理还需证明一个事实: G(x)关于x单调递增,即
对任意0 < x1 < x2,有G(x1) < G(x2),设X1

t , X2
t分

别为以x1, x2作为初值且变化服从方程(2)的项目收
益过程; 另一方面, V (w, x)实际为满足下最优动态
规划的解:

V (w, x) =

sup
τ,Cu,u>0

E[
w τ

0
e−ruU(Cu)du+e−rτV0(Wτ−+Xτ−I)|

W0 = w, X0 = x].

其中最优策略包括最优停时τ以及最优消费{Cu, u

> 0}. 此时容易证明V (w, x1) < V (w, x2),事实上,

若C ′
u, τ ′为最优目标函数V (w, x1)的最优策略,则在

初始状态x2,我们同样采取该策略,在最优停时τ ′,显
然有X1

τ ′ < X2
τ ′ ,进一步有

w τ ′

0
e−ruU(Cu)du + e−rτ ′V0(Wτ ′− + X1

τ ′ − I) <

w τ ′

0
e−ruU(Cu)du + e−rτ ′V0(Wτ ′− + X2

τ ′ − I).

将上式两边同时取期望以及极大值, 则有V (w, x1)
< V (w, x2),故G(x1) < G(x2). 证毕.
接下来采用一种近似方法,并借助计算机模拟计

算对问题进行更深入分析.

2.3 投投投资资资触触触发发发水水水平平平, 实实实物物物期期期权权权价价价值值值与与与波波波动动动率率率以以以
及及及风风风险险险厌厌厌恶恶恶系系系数数数间间间的的的相相相互互互变变变化化化关关关系系系(Mutual
variation between investment trigger, real op-
tion value and risk aversion)
将G(x)以及投资触发水平x̃展开成关于σ2

x的一

阶形式,分别有

G(x) ≈ G0(x) + G1(x)σ2
x, (16)

x̃ ≈ x̃0 + δσ2
x. (17)

其中G0(x), x̃0分别为σx = 0时实物期权价值以及投
资触发水平,不难求得:

x̃0 =
mk + Ir

k + r
,

G0(x) =
mk − Ik

r + k
(
m− x̃0

m− x
)

r
k , x < x̃0.

结合表达式(16)及方程(11),可得方程(18):

G1x(x) =
rG1(x)
k(m−x)

+
γ(m−I)2r3(m−x̃0)

2r
k (m−x)− 2r

k −3

2k(r+k)2
−

r(m− I)(m− x̃0)
r
k (m− x)− r

k−3

2k2
. (18)

考虑到边界条件(12)与表达式(17), 有G(x̃) = x̃0 +
δσ2

x − I ,另一方面,由式(17),有

G0(x̃)≈ k(m− I)
r + k

[1 +
rδσ2

x

k(m− x̃0)
] =

x̃0 − I + δσ2
x

再由式(16),即得边界条件(19):

G1(x̃) = 0. (19)

同理可得边界条件(20):

G1x(x̃) = − r + k

k(m− x̃0)
δ. (20)

由式(17)∼(20),可得关于δ的方程:
r(m− I)(m− x̃0)

r
k (m− x̃0 − δσ2

x)
− r

k−3

2k2
−
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(r + k)δ
k(m− x̃0)

−

γ(m−I)2r3(m−x̃0)
2r
k (m−x̃0−δσ2

x)
− 2r

k −3

2k(r + k)2
=0.(21)

忽略σ2
x的二阶无穷小量,以下近似等式成立:

(m− x̃0 − δσ2
x)
− r

k−3 ≈
(m− x̃0)−

r
k−3 + δσ2

x(3 +
r

k
)(m− x̃0)−

r
k−4,

(m− x̃0 − δσ2
x)
− 2r

k −3 ≈
(m− x̃0)−

2r
k −3 + δσ2

x(3 +
2r

k
)(m− x̃0)−

2r
k −4.

一般情况下,以上近似式是足够精确的,只有当
r

k
非

常小(与σ2
x 同一数量级),此时由x̃0大小接近m,等式

才有较大误差,对这一罕见情形,本文不作进一步讨
论.将上述近似式代入式(21)得:

δ =
C −Dγ

A + Bσx
2
.

其中:

A =
r + k

k(m− x̃0)
,

B =
γ(3k + 2r)(m− I)2r3

2k2(r + k)2(m− x̃0)4
− r(m− I)(3k + r)

2k3(m− x̃0)4
,

C =
r(m− I)

2k2(m− x̃0)3
, D =

(m− I)2r3

2k(r + k)2(m− x̃0)3
.

δσ2可反应不同γ, σ2
x取值下决策者的投资触发水

平相较于x̃0 的变化情况, 其中A > 0, D > 0保证
了以下叙述的正确性. 不同于传统实物期权文献
所述: “资产波动系数σx越大, 最优投资水平x̃越

大.”本文中这还取决于决策者的风险态度, 即γ的

大小: 当γ较小时,随着σ2
x 增大x̃增大;但当γ不断增

大时,此时σ2
x增大x̃会不变甚至减小,该现象可解释

为传统理论中的波动率增加效应逐渐弱于决策者规

避本质风险的意图. (详细解释可参见文献[7]). 借
助MATLAB解方程(21),结果如上述结论,见图1.

图 1 投资触发水平随波动率、风险厌恶系数变化图

Fig. 1 The variation of investment trigger to accompany
with both volatility and risk aversion

图1中δσ2用于描述不同类型决策者以及不同资

产波动率情况下的投资触发水平的变化情况. 其他
参数取值: r = k = 0.05,m = 20, I = 10.

2.4 投投投资资资触触触发发发水水水平平平与与与项项项目目目收收收益益益的的的均均均值值值回回回复复复速速速

度度度之之之间间间的的的变变变化化化关关关系系系(variation between invest-
ment trigger and mean reversion)
若投资回报服从过程(2), 直觉告诉大家随着均

值回复速度的增加, 投资触发水平应提高并接近均
值.借助计算机求解方程(21),得图2. 发现在其他参
数不变的情况下,随着k 增大,投资触发水平不断增
加;若k较小,投资收益回归均值较慢,决策者则会选
择收益更接近I时投资,通过投资获得收益差价并将
其用于无风险资产投资及消费. 图2中X代表投资触

发水平, 其他参数取值: r = 0.05,m = 20, I = 10,

σ2 = 0.05, γ = 10.

图 2 投资触发水平随均值回复系数变化图

Fig. 2 The variation of investment trigger to accompany

with mean reversion coefficient

3 现现现金金金流流流回回回报报报模模模型型型(Cash flow model)
与第2节中一次性回报情形不同的是,本节假设

项目收益回报以现金流形式给出.由于现金流收益
大小变动受本质风险影响,故即使在投资发生后,决
策者仍需面对该风险;而在一次性回报情形下,投资
发生意味着决策者对(本质)风险暴露的结束, 此后
市场等同于一个完备市场, 决策者只需按经典投资
理论进行资产配置.

本节中假设以及符号均沿用第2节中所采用的,
不同的是,本节中自决策者执行投资时刻起,其将获
得一持续现金流收入,收入大小服从变化:

dYt = k(m− y)dt + σydZt. (22)

与一次性回报不同,当回报以现金流方式给出的情
况下,不需要求m > I . 余下推导过程与第2节类似,
在此略去,直接得以下定理:
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定定定理理理 2 实物期权的效用无差别价格G(y)满足
下列非线性常微分方程:

rG(y) = k(m− y)Gy +
σ2

y

2
Gyy − rγ

2
σ2

yG
2
y. (23)

且G(y)满足无泡沫条件 lim
y→−∞

G(y) = 0, 以及边界

条件

G(ỹ) = F (ỹ)− I, (24)

Gy(ỹ) = Fy(ỹ) =
1

r + k
. (25)

其中ỹ为投资触发水平,且F (y) =
y

r
+

k(m− y)
r(r + k)

−
γσ2

y

2(r + k)2
, 若假设停时 τ 满足 Yτ = ỹ, 则 τ =

inf{t|G(Xt) 6 Yt − I}; 并且投资者投资前后的
最优消费策略分别满足:

c̃ = r(w + G(y)), (26)

c̃ = r(w + F (y)). (27)

此外, G(y)关于变量是单调递增的.

不同于第2节, 当回报以现金流形式给出时,
投资发生后的最优目标函数V0(w)不能简单记

作−e−rγw

rγ
,其仍与变量y有关,在本定理推导过程中

将其设为
−exp[−rγ(w + F (y))]

rγ
, F (y)在文献[7]中

被解释为现金流经风险校正后的等价财富或是现

金流的隐含价值(一次性收益情形下其对应大小即
为Xt).

如同第2节中方法,可得不同波动率以及风险厌
恶系数下的投资触发水平变化(图3).

图 3 投资触发水平随波动率、风险厌恶系数变化图

Fig. 3 The variation of investment trigger to accompany

with both volatility and risk aversion

图3中其他参数取值: r = 0.2, k = 0.1,m =
5, I = 10.然而与一次性回报情形不同的是,当风险

厌恶系数逐渐提高时, 投资触发水平随波动率的变
化趋势的变化相对不明显, 且当风险厌恶系数足够
大时,投资触发水平随着波动率增加仍增加. 该现象
在现实中可解释为:当回报一次性给定情形下,投资
前决策者面对项目收益变动而带来的本质风险, 而
自投资发生时刻起该风险消失;而当项目收益为现
金流形式下时情况将有所不同,此时即使决策者执
行投资,本质风险仍存在并影响现金流大小,由于投
资发生并不能结束决策者对风险的暴露, 使得既定
风险大小下投资触发水平随风险厌恶系数的变化趋

势并不明显,当风险厌恶系数足够大时,投资触发水
平随波动率提高不断降低的现象也并未出现.
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