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摘要: 具有有界扰动的有约束线性系统是一类常见的不确定系统. 针对此类系统, 本文借鉴扰动不变集方
法, 通过离线设计两个椭圆不变集以降低以往设计的保守性, 进而提出一种有界扰动系统的高效鲁棒预测控制
器(SD–ERPC)的设计方法. 该方法能够较好地处理扰动对系统的影响, 在减小控制器在线计算量的同时, 扩大
原ERPC设计的初始可行域,且具有较好的控制性能.文中给出了SD–ERPC控制器可行性和鲁棒稳定性的理论证明,
并通过仿真算例验证了该控制器的有效性.
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Design of efficient robust model-predictive controller for
systems with bounded disturbances

LI De-wei, XI Yu-geng
(Departmet of Automation, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)

Abstract: The constrained linear system with bounded disturbance is a familiar type of uncertain systems. For this type
of uncertain systems, an efficient robust model-predictive controller for systems with bounded disturbances(SD–ERPC) is
developed. By making use of the invariant set of bounded disturbances, we release the conservativeness in the design by
offline designing two ellipsoidal invariant sets. This approach preferably deals with the system effect from the bounded
disturbances, reduces the on-line computational work, enlarges the feasible initial-region in the design of ERPC, and guar-
antees a better control quality. The feasibility and robustly stability of SD–ERPC are also proved. Finally, a simulation
example is presented to verify its validity.

Key words: model predictive control; bounded disturbances; robust stability; efficient robust predictive control

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2009)05−0535−05

1 引引引言言言(Introduction)
由于可以方便地处理各种约束, 模型预测控

制(model predictive control, MPC)从问世以来就受
到工业界和学术界的广泛重视[1,2]. 在实际应用中,
模型的不确定性和外加扰动是不可避免的, 因此鲁
棒预测控制作为模型预测控制的一个重要分支近年

来受到学术界的普遍关注.

针对具有有界扰动的线性系统, Chisci等[3]提出

一种鲁棒控制器, 将预测时域内的各步系统状态强
制在一个考虑了扰动的更小范围中. Scokaert[4]在优
化问题中考虑所有可能的扰动序列对系统状态的

影响,并以此为基础设计双模控制器. 而Mayne等在
文[5]中利用线性系统的叠加性,将系统当前状态分
成扰动分量和名义系统分量, 进而分别设计反馈控
制律和预测控制器.

众所周知, 预测控制需要在线求解非线性优化
问题, 其在线计算量是一个重要问题. 为了减小预
测控制器的在线计算量, 刘斌等[6]在文[3]的基础上
引入集结[7], 提出一种基于集结的鲁棒预测控制
器(ABRMPC). 但由于需要采用状态反馈以保证闭
环系统的稳定性, ABRPC的初始可行域受到较大限
制.实际上,在预测控制器设计中可将部分在线计算
量转移由离线设计完成,从而有效降低在线计算量,
如文[8]和高效鲁棒预测控制(efficient robust predic-
tive control, ERPC)[9,10]. 其中ERPC具有在线计算量
小,控制性能好的特点.

借鉴ERPC思想和文[5]中的设计, 本文提出一
种针对有界扰动系统的高效鲁棒预测控制器(SD–
ERPC)的设计方法. 该方法在考虑扰动不变集的
基础上, 对原ERPC设计进行改进, 通过离线设计两
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个椭圆不变集, 在线进行凸组合的方法, 在保持原
有ERPC在线计算量较小的优点同时,使控制器具有
较大的初始可行域和良好的控制性能.

为了方便起见,本文记Fi表示矩阵F第i行.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑有界扰动线性系统

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + ω(k), (1)

Fix 6 fi, |uj| 6 dj, fi > 0, dj > 0. (2)

这里x ∈ Rn, u ∈ Rm, i的取值范围为系统状态约

束的个数, j = 1, · · · ,m, 扰动ω(k) ∈ Ω ⊂ Rn,
||ω(k)||2 6 ω, (A|B)可控.

对于系统(1)(2), 文[6]中采用衰减集结方法
设计预测控制器ABRMPC, 即令u(k + i|k) =
ρiu(k|k)(ρ为衰减率)以减少优化问题的优化变量
个数, 进而降低在线计算量. 但ABRMPC要求对象
满足max{|λ(A)|} < 1, ‖A‖ ∆= σ̄(A) 6 1. 这严重限
制了该控制器的应用范围,且由于减少了优化自由
度,造成其控制性能不佳.

对于系统(1)的有界扰动,如果设计反馈律Kr,可
以得到系统有界扰动的不变集Z, φZ ⊕ Ω ⊆ Z,
这里φ = A + BKr, ⊕表示Minkowski集合之和.
Mayne[5]等人利用线性系统的叠加性和扰动不变集,
将系统当前状态x(k)分成x(k) = x1(k)+∆x(k),其
中∆x(k) ∈ Z. 系统控制量为u(k + i) = Kr∆x(k +
i)+c(k+ i),控制分量序列c(k), · · · , c(k+N−1)驱
动状态分量x1(k)趋向原点. 即预测控制器的任务
是在线求解控制分量序列以及状态分量x1(k). 文
献[5]中预测控制器的在线计算量主要由在线优化
变量个数决定,即由控制时域长度N来决定. 在实际
应用中, 为了改善控制性能, 增大系统的适用范围,
往往需要选取较大的控制时域,但却因此造成在线
计算量大,不利于实际应用. 另外,由于新增加了优
化变量x1(k),使这一问题更为严重.

如何在有效处理扰动影响的同时,减小在线计算
量, 扩大系统可行域,保证系统控制性能,正是本文
要研究的问题.因此,引入ERPC[9,10]思想.

对于系统(1)(2)的名义系统,取性能指标为

JLQ =
∞∑

i=0

[||x(k + i)||2Q + ||u(k + i)||2R], (3)

ERPC的控制量为u(k + i|k) = KLQx(k + i|k) +
v(k+ i|k),令v(k+ i|k) = CcA

i
cc(k),这里Cc和Ac分

别为需设计的参数矩阵, c(k)为控制器在线优化变
量, KLQ为无约束最优反馈律.将原系统状态和附加
控制量c(k)组成增广系统

zk+1 = Ψ(k)zk, zk = [xT(k) cT(k)]T ∈ Rn+nc ,

Ψ =

[
Φ BCc

0 Ac

]
, Φ = A + BKLQ.

这里nc > n. 同时将原系统约束(2)改写为

F̂ x + Ĝu 6 g, (4)

F̂ = [FT
...0]T, Ĝ = [0

...I]T, g为fj和di组成的列向量.

离线求解以下优化问题:

min
Qz,Ψ

log det(TQzT
T)−1, (5)

s.t.




Qz QzΨ
T QzP1

ΨQz Qz 0
PT

1 Qz 0 γI


 > 0, (6)

[
W F1Qz

QT
z FT

1 Qz

]
> 0, Wii 6 g2

i (7)

得到Cc和Ac及增广系统的控制不变集{z|zTQ−1
z z

6 1},其在系统状态空间中的投影覆盖范围最大.这
里:

P1 =

[
I 0

KLQ Cc

]T [
Q1/2 0

0 R1/2

]
,

F1 = [F̂ + ĜKLQ ĜCc], x = Tz,

γ为不变集S = {z|zTQ−1
z z 6 1}的性能上界.

文[10]证明了当nc > n时, 上述优化问题的最优值
和nc无关(其求解方法可参考文献[10]).

ERPC的在线优化问题为

min
c(k)

||c(k)||2Γ s.t. z(k) ∈ S. (8)

这里:

P = Q + KT
LQRKLQ + ΦTPΦ,

Γ −AT
c ΓAc = CT

c (R + BTPB)Cc.

ERPC控制器采用闭环预测控制,具有较好的控制性
能和较小的在线计算量. 但它在可行域和性能上仍
有一定保守性,且不能直接应用到扰动系统中.

3 有有有界界界扰扰扰动动动系系系统统统的的的高高高效效效鲁鲁鲁棒棒棒预预预测测测控控控制制制

器器器(The efficient robust MPC for systems
with bounded disturbances(SD–ERPC))
在本节中,首先将系统状态分成名义分量和扰动

分量,对扰动分量设计反馈律并求得其扰动不变集,
进而得到名义状态及其对应输入的允许集,以此为
基础设计高效鲁棒预测控制器(SD–ERPC).

3.1 有有有界界界扰扰扰动动动的的的处处处理理理(Handle the bounded distur-

bances)
根据文[5], 设系统(1)(2)当前时刻状态x(k) =
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x̂(k) + ∆x(k),则原系统改写为

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + Bu1(k), (9)

∆x(k + 1) = A∆x(k) + Bu2(k) + ω(k), (10)

x(k + 1) = x̂(k + 1) + ∆x(k + 1). (11)

控制输入u(k) = u1(k) + u2(k). 针对∆x(k)采用反
馈控制律u2(k) = Kr∆x(k), 这里φ = A + BKr,
‖φ‖2 < 1. 对于(10),其扰动不变集可表示为

Z = {∆x|||∆x||2 6 ∆x}, ∆x =
ω

(1− ‖φ‖2)
.

(12)

考虑系统输入约束, 假设扰动不变集的状态和
控制分量都满足系统约束, 由|u1(k)i + u2(k)i| 6
|u1(k)i| + |u2(k)i|,如果|u1(k)i| 6 di − |u2(k)i|,系
统输入约束可以满足的. 故由范数运算可得

|u1(k)i| 6 di − ||(Kr)i||2 ω

(1− ‖φ‖2)
= d′i, (13)

类似地处理状态约束可得

Fix̂(k) 6 fi − ||Fi||2 ω

(1− ‖φ‖2)
= f ′i , (14)

则子系统(9)的约束可以写为

F̂ x̂ + Ĝu1 6 g′. (15)

这里, g′是由f ′i和d′i组成的一个列向量.

3.2 高高高效效效预预预测测测控控控制制制器器器(SD–ERPC)的的的设设设计计计(Detail
design of SD–ERPC)
由3.1节中求得的子系统(9)的新约束, 本节将针

对(9)提出一种改进的ERPC控制器.

3.2.1 离离离线线线设设设计计计(Offline design)
根据约束(15), 可以离线求解优化问题(5)∼(7),

得 到 子 系 统(9)的 控 制 不 变 集S1 := {z(k)|
z(k)TQ−1

z1 z(k) 6 1}以及Cc1和Ac1.

原始的ERPC控制器就是采用上述设计得到的
单个椭圆不变集进行在线优化控制的. 但上述设计
在两个方面比较保守:首先,在可控范围方面,由于
预测控制的初始可行区域在一般情况下不是一个

椭圆, 故采用一个椭圆不变集的原ERPC设计较为
保守; 另外, 单一椭圆集的设计会带来优化的次优
性[11]. 因此这里考虑设计其他的椭圆集以补偿单一
椭圆集的缺点.

对椭圆不变集 S1 在状态空间上的投影

Sx1(xT(TQz1T
T)−1x 6 1)的矩阵TQz1T

T进行酉

变换(TQz1T
T = UTΛU ),可得酉矩阵U和对角阵Λ.

矩阵Λ对角线上的元素中绝对值最大的元素对应

于椭圆集Sx1的最长轴, 而绝对值最小的元素对应
于Sx1的最短轴. Sx1的最短轴的方向矢量为q = Up,

p = [0 · · · 010 · · · 0]T, 其中p向量中1元素的位置为
对角阵的绝对值最小的元素所在的列.

由于Sx1是S1在状态空间中覆盖范围最大的一

个投影椭圆集, 但在各方向上(如Sx1的最短轴方

向)并不是最大的. 因此可以设计第二个椭圆不变
集S2 := {z(k)|z(k)TQ−1

z2 z(k) 6 1},使其在状态空
间上的投影Sx2在Sx1的最短轴方向上越大越好, 以
扩大Sx1的最短轴方向的可行范围.

应用第1个椭圆不变集的参数Cc1和Ac1,令Qz =
Qz2, gi = g′i,求解以下优化问题

min
r,Qz2

r s.t. (6), (7),

[
r qT

q TQz2T
T

]
> 0, (16)

由于采用和第1个椭圆不变集相同的参数Cc1和Ac1,
所以优化问题(16)是一个LMI问题.

针对椭圆不变集S1和S2,可得到以下定理.

定定定理理理 1 对于有约束(15)的系统(9),其增广系统
的椭圆不变集S1和S2的凸组合S := {z|zT(λQz1 +
(1 − λ)Qz2)−1z 6 1}仍然是该增广系统的不变
集,其控制律仍然为u1(k) = KLQx̂(k) + CcA

i
cc(k),

0 6 λ 6 1.

证证证 由于S1和S2为增广系统的椭圆不变集, 且
对于S2采用和S1相同的参数, 所以它们分别满足不
变集条件和系统约束条件,即满足不等式条件(6)(7).
将组合系统λ和(1 − λ)分别乘以这两个不等式, 并
分别相加, 可以很容易得到椭圆集{z|zT(λQz1 +
(1 − λ)Qz2)−1z 6 1}仍然满足不变集条件和系
统约束条件, 即S1和S2的凸组合为有约束(15)的
系统(9)的增广系统的不变集. 由于采用相同

的Ac1和Cc1, 所以原控制律仍然为不变集S1和S2的

控制律,定理得证.

3.2.2 在在在线线线优优优化化化(Online optimization)
优化问题(8)的优化性能指标是对无穷时域性

能指标的简化, 即省略了x̂(k)对应的项. 由于控制
量u1(k) = KLQx̂(k) + Cc1A

i
c1c(k),即x̂也是优化变

量,因此这里仍然采用无穷时域性能指标,即采用控
制量u1(k + i) = KLQx̂(k + i) + Cc1A

i
c1c(k), 其无

穷时域性能指标为J =
∞∑

i=0

{||x̂(k + i)||2Q + ||u1(k +

i)||2R} = ||x̂(k)||2P + ||c(k)||2Γ [10]. 则在线优化问题可
以表示为以下LMI优化问题:

min
c(k),∆x(k),λ,r1,r2

r1 + r2, (17)

s.t. 0 6 λ 6 1, (18)


1 x̂(k)T c(k)T

x̂(k)
c(k)

λQz1 + (1− λ)Qz2


 > 0, (19)
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r2 c(k)T

c(k) Γ−1

]
> 0,

[
r1 x̂(k)T

x̂(k) P−1

]
> 0, (20)

[
∆x ∆x(k)T

∆x(k) I

]
> 0, (21)

这里x̂(k) = x(k)−∆x(k).

综上所述,可以得到以下算法:

算算算法法法 3.1
i) 离线设计:

Step 1 设计状态反馈律Kr, 由式(12)∼(14)计
算xi, d

′
i, f

′
i ,进而得到式(15). 注意Kr应使‖φ‖2 6 1,

d′i和f ′i大于零,且尽可能大.

Step 2 选取参数γ,针对子系统(9),求解优化问
题(5)∼(7)和(16),得到椭圆控制不变集S1和S2.

ii) 在线控制:求解优化问题(17)∼(21),将u(k) =
Kr∆x∗(k) + KLQ[x(k) −∆x∗(k)] + Cc1c

∗(k)作用
到控制对象.

注注注 1 由定理1可知, 改进后控制器的可行域范围是

原单一椭圆集控制器的可行域范围和另一个和它正交的椭

圆不变集的凸组合,故其可行域一定比原控制器大.控制性

能上,新控制器的优化求解的约束条件比原控制器放松,故

其控制性能应优于(至少不差于)原控制器. 另外,在线控制

器(17)∼(21)的在线优化变量个数仅为n + nc + 3. 文[10]由

于nc > n时,优化问题(6)的最优值和nc无关
[10],故一般只

需取nc = n. 此时, SD–ERPC的在线优化变量个数仅仅同

文[5]中取N = 1时相当.

4 SD–ERPC控控控制制制器器器稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability
analysis of SD–ERPC)
针对第3节SD–ERPC控制器,可得到以下定理:

定定定理理理 2 对于具有有界扰动的有约束线性系

统(1)(2), 如果初始状态对于算法3.1有可行解, 则算
法3.1是可行的,且闭环系统是鲁棒稳定的.

证证证 由以上定理的条件, 假设k时刻, 系统的状
态为x(k), 算法3.1有最优解(c∗(k),∆x∗(k), λ∗), 控
制量为

u(k)=Kr∆x∗(k)+KLQ[x(k)−∆x∗(k)]+Cc1c
∗(k),

系统性能指标为

J∗(k) =
∞∑

i=0

{||x̂(k+i)||2Q+||KLQx̂(k+i)+Cc1A
i
c1c

∗(k)||2R}.

由式(9)∼(11)可得,

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + BKLQx̂(k) + BCc1c
∗(k),

∆x(k + 1) = φ∆x∗(k) + ω(k),

x(k + 1) = x̂(k + 1) + ∆x(k + 1).

在k时刻, ∆x∗(k)属于扰动不变集内, 所以可
知在控制输入Kr∆x∗(k)的作用下, ∆x(k + 1) =
(A + BKr)∆x∗(k) + ω(k)仍然属于扰动不变集Z,
即||∆x(k + 1)||2 6 x.

另外, 由定理1可知, x̂(k), c∗(k)组成的增广
状态z(k)属于控制不变集{z|zT(λ∗Qz1 + (1 −
λ∗)Qz2)−1z 6 1}. 由离线设计可知, x̂(k + 1)以
及Ac1c

∗(k)组成的增广状态z(k+1)也属于该控制不
变集.由于不变集{z|zT(λ∗Qz1+(1−λ∗)Qz2)−1z 6
1}满足约束条件(15),由式(12)∼(14)可得:

u(k + 1) =

Kr∆x(k + 1) + KLQx̂1(k + 1) + Cc1Ac1c
∗(k)

以及

x(k + 1) = x̂(k + 1) + ∆x(k + 1)

满足约束(2). 则{Ac1c
∗(k),∆x(k+1), λ∗}为k+1时

刻的优化问题(17)∼(21)的可行解.

由k + 1时刻的可行解,可得

J(k + 1) =
∞∑

i=1

{||x̂(k+i)||2Q+||KLQx̂(k+i)+Cc1A
i
c1c

∗(k)||2R},

故

J(k + 1)− J∗(k) =

−(||x̂(k)||2Q + ||KLQx̂(k) + Cc1c
∗(k)||2R) < 0,

即名义系统的性能指标单调递减. 当J(k) = 0,
即x̂(k) = 0, c(k) = 0,则x(k) ∈ Z,此时系统实际控
制律变为u(k) = Krx(k). 由于Z为扰动不变集, 故
系统状态将满足x(k) ∈ Z,即系统状态范数有界,故
闭环系统是鲁棒稳定的.

证毕.

5 仿仿仿真真真实实实例例例(Numerical example)
考虑对象

x(k + 1) =

[
1 0.5
0 1

]
x(k) +

[
1
1

]
u(k) + ω(k),

这里 ω(k) = 0.07 [sin k cos k]T , |u(k)| 6 1, ω

6 0.1. 取 Q 为单位阵, R = 0.01. 采用 Kr =
[−0.5 − 0.75], KLQ = [−0.6626 − 0.6643], γ =
10000, nc = n = 2, 由算法3.1可得x = 0.4775,
d′ = 0.5696, SD–ERPC控制器的初始可行域如
图1所示, 显然SD–ERPC控制器的初始可行域明显
扩大.
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图 1 系统初始可行域

Fig. 1 Initial feasible regions

图 2 系统状态响应

Fig. 2 The response of system states

取x(0) = [−20 4]T, 系统状态响应如图2所示.
由图2可以看出采用算法3.1进行控制, 系统状态要
比只采用单一椭圆不变集更快地趋近于原点, 这说
明系统控制性能得到了改善. 计算整个系统的性能
指标也表明这一点, 采用算法3.1进行控制, 系统的
性能指标为1575.1, 而只采用单一椭圆不变集进行
控制则为2047.1. 考察系统输入,满足系统输入约束.

通过仿真算例, 可以看出SD–ERPC是鲁棒稳定
的,具有较好的控制性能和较大的初始可行域.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文借鉴文献[5]中处理扰动的方法,采用ERPC

思想提出一种针对有界扰动系统的高效鲁棒预测控

制器(SD–ERPC).由于对ERPC的原有设计进行了改
进, 使SD–ERPC控制器同以往的控制器相比, 具有
适用范围较广, 初始可行域较大,控制性能较好,且
在线计算量较小的特点.
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