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离离离散散散纯纯纯方方方位位位系系系统统统的的的可可可观观观测测测性性性判判判据据据
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摘要:传统的纯方位测量系统可观测性判据复杂且依赖目标运动参数. 通过线性化测量方程,推导了可观测性判
据Gram矩阵行列式的解析表达式,得到了纯方位测量系统可观测性的充分必要条件,即存在4个方位测量使得由它
们构成的可观测性判别式不等于0,其特点为判据仅依赖方位测量,无需进行求导运算以及求解微分方程．
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Observability criteria for discrete bearings-only system
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Abstract: The conventional observability criteria for bearings-only system are complex and dependent on target motion
parameters. The analytic expression of Gram matrix(GM) determinant is derived by linearizing the measurement equation;
and a sufficient and necessary condition for observability of bearings-only system is then obtained. According to the con-
dition, a bearings-only system is observable if and only if there exist four bearings of which the observability discriminant
equation is not equal to zero. In applying this observability criterion, we need only the bearings-information; neither its
differentiation nor the solution of a differential equation is required.
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1 引引引言言言(Introduction)
纯方位测量系统的可观测性的研究始于1978

年, 由于问题的特殊性和工程上的重要性, 在Lind-
gren和Gong[1]提出其可观测性问题后, 涌现了一些
文献资料和研究结果[2∼6]. 传统的研究, 从方法上
看大体可归为两类, 一类是运用控制理论对系统
进行可观测分析[2,4]; 另一类是运用数学工具, 从
目标运动参数解的存在唯一性原理研究[3,5]. 从
表示方法上看, 所得到的系统可观测或解的存在
唯一条件主要也有两类, 一是用目标相对观测器
的运动位置表示[2,4], 由于目标位置一般不能确定,
因此这种条件用于实际判断是比较困难的; 二是
用目标方位表示[3,5], 但是所表述的可观测或解的
存在唯一条件非常复杂, 有些只给出必要条件. 其
中Nardone和Aidala[2]的研究结果最为经典, 被广泛
引用, 其原理是通过对方位观测方程进行数学变
换,得到关于目标速度、相对距离的线性方程,并进
行3次微分得到1个关于方位的3阶常微分方程, 然
后解这个方程得到了观测器加速度矢量、初始时刻

目标相对位置和速度矢量的关系表达式, 根据可观

测条件, 得到了方位的3阶微分方程不等式和观测
器加速度矢量、初始时刻目标相对位置和速度矢量

的不等式, 这被认为是系统可观测的充要条件. 在
文献[2]中没有给出离散状态的表达式,且涉及方位
的高阶导数和目标的运动方程. Fogel和Gavish[4]对

于3维、N阶动态运动目标的可观测性的研究,得到
了由目标相对观测器运动坐标表示的充要条件.这
种条件表达与文献[2]的表示方式类似,明确了观测
器和目标运动轨迹的相对运动关系.董志荣等[3,5]得

到了用方位及其变化率不同组合的4个测量量求目
标运动参数时,解存在唯一的充要条件.

对方位测量方程不进行线性化处理,直接应用非
线性系统分析方法研究其可观测性[6]是一种较为通

用的方法,得到的结果也具有通用性,理论上适合任
意方式运动目标的观测系统的可观测性, 但不容易
给出系统可观测判断的具体表达式.

近年来关于纯方位系统可观测性的公开文献

并不多见, 而在观测器的最优机动、各种纯方位跟
踪(包括机动跟踪)算法、性能分析或评估、多目标关
联等集中了大量文献, 以改进参数估计精度和缩短
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估计时间[7∼11].

本文采用由数学变换线性化的测量方程,详细推
导观测系统的Gram矩阵行列式的解析式,从而导出
一种新的可观测判别式, 给出了系统可观测性的纯
方位判据(充分必要条件), 不需要计算方位的导数,
也无需观测器和目标相对位置.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
如图1所示,设目标P作匀速直线运动,状态变量

由t0时刻目标初始位置坐标和目标速度分量组成,
即Xk = (xt0k yt0k ẋk ẏk)T,将方位量测方程经数学
变换,建立如下离散时变线性系统:{

Xk+1 = ΦkXk,

Zk+1 = Hk+1Xk+1.
(1)

其中状态转移矩阵Φk = I4×4是单位矩阵.

图 1 目标P与观测器Ob运动态势

Fig. 1 Kinematic state of target P and observer Ob

测量矩阵为

Hk = [ cos βk − sinβk (tk−t0) cos βk

−(tk−t0) sin βk]. (2)

伪量测为

Zk = xok cos βk − yok sin βk, (3)

其中: xok, yok为tk时刻观测器坐标; βk为tk时刻目标

方位测量:

βk = tg−1 xt0k + (tk − t0)ẋk − xok

yt0k + (tk − t0)ẏk − yok

. (4)

本文主要研究观测系统(1)可观测性的理论结果,
因此没有考虑观测系统的各种误差.

在[t0, tm]观测时间内系统(1)可观测判别的Gram

矩阵为Gm =
m∑

i=1

HT
i Hi.

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
定定定理理理 1 系统(1)在观测时间[t0, tm]内可观测的

充分必要条件是: 存在正整数16i0<j0<k0<l06m,
使得∆(ti0 , tj0 , tk0 , tl0) 6= 0,其中

∆(τ1, τ2, τ3, τ4) =

−τ12τ34 sinβ14 sinβ13 cos β12 +

τ13τ24 sinβ14 cos β13 sin β12 −
τ23τ14 cos β14 sinβ13 sin β12 (5)

称为可观测判别式;时间和方位的双下标表示取差:
τij = τj − τi, βij = βj − βi.

4 主主主要要要结结结果果果证证证明明明(Proof of main result)
为证明上述主要结果,先证明下述引理.

引引引理理理 1 关于Gram矩阵Gm,其行列式为:

|Gm|= 1
24

m∑
i,j,k,l=1

∆2(ti, tj, tk, tl). (6)

证证证 由于行列式、三角函数以及求和的交替,
式(6)的推导是复杂的,这里只给出思路和推导技巧.
先写出Gm的详细表达式如下:

Gm =
m∑

i=1
HT

i Hi =
m∑

i=1




cos2 βi − sinβi cos βi cos2 βi − sinβi cos βi

− sinβi cos βi sin2 βi − sinβi cos βi sin2 βi

cos2 βi − sinβi cos βi cos2 βi − sinβi cos βi

− sinβi cos βi sin2 βi − sinβi cos βi sin2 βi


 . (7)

将求和符号放入行列式中,根据Laplace行列式
展开定理,将行列式按|Gm|二阶子式展开、整理得
到如下4重和:

|Gm|=
m∑

i,j,k,l=1

titj sinβij sinβkl[−titk sinβik sinβjl+

(titj + tktl) cos βi sin βj cos βk sinβl]. (8)

其次, 对上述和号下的表达式用4重函数
S1(i, j, k, l)表示,根据有限和的可交换性,有

|Gm| = 1
4

m∑
i,j,k,l=1

[S1(i, j, k, l) + S1(j, i, k, l)+

S1(i, j, l, k) + S1(j, i, l, k)]. (9)

对式(9)进行归类、整理得

|Gm|= 1
4

m∑
i,j,k,l=1

titj sinβij sinβkl∆(ti, tj , tk, tl).

(10)

类似地, 令S2(i, j, k, l)表示式(10)右端求和项,
并应用可观测判别式性质(见附录),有

|Gm|= 1
12

m∑
i,j,k,l=1

[S2(i, j, k, l)+
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S2(i, k, j, l)+S2(k, j, i, l)]=
1
12

m∑
i,j,k,l=1

∆(ti, tj , tk, tl)[titj sin βij sin βkl −

titk sinβik sinβjl + tjtk sinβjk sinβil]. (11)

最后,令S3(i, j, k, l)表示式(11)右端求和项,并
再次应用可观测判别式性质以及将βjl = βil − βij ,
βjk = βik − βij , βkl = βil − βik代入表达式中得到

|Gm|= 1
24

m∑
i,j,k,l=1

[S3(i, j, k, l) + S3(i, j, l, k)] =

1
24

m∑
i,j,k,l=1

∆2(ti, tj , tk, tl). (12)

此即式(6),引理1证毕.

定定定理理理1证证证明明明 根据现代控制理论, 系统(1)在
观测时间[t0, tm]内可观测的充分必要条件是矩
阵Gm满秩,即|Gm| 6= 0. 由于

m∑
i,j,k,l=1

∆2(ti, tj , tk, tl)6=0 ⇔ ∃ : 16i0<j0<k0<l06m

s.t. ∆(ti0 , tj0 , tk0 , tl0) 6= 0,

因此,定理1结论显然成立. 证毕.

5 结结结论论论(Conclusions)
关于纯方位测量系统的可观测性问题,通过计

算纯方位系统可观测判断的Gram矩阵, 分析得到
并证明了如下结论:

1) 可观测的方位判断准则: 系统可观测的
充分必要条件是, 存在4个时刻, 其方位观测量满
足∆(τ0

1 , τ0
2 , τ0

3 , τ0
4 ) 6= 0;

它的逆否命题是: 系统不可观测的充分必要条
件是对于任意4个时刻的方位满足∆(τ1, τ2, τ3, τ4)
= 0.

2) 当sinβ14 sinβ13 sinβ12 6= 0时

∆(τ1, τ2, τ3, τ4) =

(−τ12τ34ctgβ12 + τ13τ24ctgβ13 −
τ23τ14ctgβ14) sin β14 sin β13 sinβ12, (13)

因此当系统不可观测时,若sinβ14 sinβ13 sinβ12

6= 0,则

−τ12τ34ctgβ12+τ13τ24ctgβ13−τ23τ14ctgβ14=0.(14)

这扩展了文献[5]的公式(4.7)的应用条件,在文
献[5]中要求目标和观测器都匀速直线运动.

3) 通过三角函数运算整理可以得到:

∆(τ1, τ2, τ3, τ4) =

τ13τ24 sinβ12 sinβ34−τ12τ34 sinβ13 sinβ24. (15)

这扩展了文献[3]中获得的用4个方位求目标运
动参数解存在唯一的充要条件(见文献[3]的式(8)).
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附附附录录录 可可可观观观测测测判判判别别别式式式性性性质质质(Appendix Proper-
ties of observability discriminant)

可观测判别式有如下性质:
1) 交换可观测判别式∆(ti, tj , tk, tl)中任意两个变量,

其值改变符号;
2) 若ti, tj , tk, tl中存在两个相等时刻, 则∆(ti, tj ,

tk, tl) = 0.
性质1)可以应用三角函数性质推导出来,性质2)可以由

性质1)推导出来.
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