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摘要:针对具有未建模动态且相对阶大于1的一类多变量离散时间系统,利用其高频增益矩阵分解建立新的参数
模型,在较弱假设下,进一步研究了直接型鲁棒模型参考自适应控制问题.由离散时间系统的交换引理,建立了闭环
系统的所有信号与规范化信号的联系.以一种系统化的方法,严格地分析了闭环系统的稳定性与鲁棒性.
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Abstract: For a class of multivariable discrete-time systems with unmodeled dynamics and a relative order greater than
one, we develop the parametric models by factorizing the gain matrix in high frequencies. Based on these models, we
design a direct robust model-reference adaptive controller under the weak assumptions. By the swapping lemmas for the
discrete-time systems, we establish the relations among all signals in the closed-loop with the normalized signals. The
stability and robustness of the closed-loop system are analyzed rigorously in a systematic way.
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1 引引引言言言(Introduction)
近20年来, 多变量系统模型参考自适应控制

(MRAC)问题一直受到关注,常见方法参见文献[1∼
5],但要对系统高频增益矩阵Kp作出严格的假设限

制,随后针对连续时间系统来减弱该假设限制而深
入开展的工作可参见文献[6∼10]. 控制复杂系统往
往是通过数字计算机进行的,那么直接研究多变量
离散时间系统MRAC,自然有更大的现实意义.
文献[2]先由贝祖恒等式将系统模型化为预测器

参数形式,然后设计自适应律在线校正未知参数,再
由必然等价原理推导控制器,其中却要求一时变矩
阵可逆. 本文为避开这一问题,采用由高频增益矩阵
分解建立起的新参数化模型, 该方案是文献[11]的
结论在多输入多输出情形的推广. 尽管文献[4]对理
想情形的多变量连续时间与离散时间系统,以一种

统一的形式,利用高频增益矩阵的分解,提出自适应
控制方案的设计方法,但稳定性分析并没有给出,并
且本文针对具有未建模动态且相对阶大于1的更一
般系统来研究. 主要工作有: 1) 针对多变量离散时
间系统,基于高频增益Kp = LDU分解[7]建立新的

参数化模型,合理设置投影条件,由多变量投影梯度
算法, 构造新的自适应律, 使其具有很好的性质(引
理1). 2)通过深入考察系统内在信号幅值的大小关
系,给出一个较小的参数估计误差规范化信号.该规
范化信号既能有效防止未知参数在线校正过程中出

现有限时间逃逸现象,又能减弱因过大的规范化信
号而降低未知参数的校正速度. 3)找出闭环系统的
所有信号与虚拟规范化信号之间的关系,正如多变
量连续时间系统一样,以一种系统化的方法严格地
分析了自适应系统的稳定性和鲁棒性.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑多变量离散时间系统

(I + µ1∆1(z))y(t) = G(z)(I + µ2∆2)u(t), (1)

其中: t = {1, 2, · · · }, y(t), u(t) ∈ Rm是输入和

输出, G(z) = (gij(z)) ∈ Rm×m, 符号z为Z变换变
量或时间提前算子, gij(z)中的参数是未知常数,
∆1(z),∆2(z) ∈ Rm×m表示未建模动态, µ1, µ2 >

0为其相应幅值.目标是设计控制律u使得闭环系统

的所有信号都有界,且系统的输出y尽可能的跟踪如

下参考模型的输出ym:

ym(t) = Wm(z)r(t), t = {1, 2, · · · }, (2)

其中: Wm(z) ∈ Rm×m, 参考输入信号r(t) ∈ Rm,
且r ∈ L∞. 为此对系统(1)和(2)作如下假设:

A1) G(z)的传输零点都在单位圆内, 且G−1(z)
的每一个元素都在|z| >

√
δ上解析, δ ∈ (0, 1]已知.

A2) G(z)严格正则且满秩, 其修正左互作用器
矩阵(left interactor matrix)ξm(z)是已知对角形阵.

A3) G(z)的可观性指数ν已知.

A4) 高频增益矩阵Kp = lim
z→∞

ξm(z)G(z)是有限

且非奇异的,其顺序主子式的符号已知.

A5) G(z)∆1(z),∆2(z)是正则的,且它们的每个
元素都在|z| >

√
δ上解析.

M1) Wm(z)的所有零极点都是稳定的, 且它的
每一个元素都在|z| >

√
δ上解析.

M2) Wm(z) 在无穷远处的零点结构与G(z)相
同,即 lim

z→∞
ξm(z)Wm(z)是有限且非奇异的. 不失一

般性,假设Wm(z) = ξ−1
m (z).

注注注 1 上述假设是文[11]中的假设在多变量情形的

推广, 这也与文[1,4,12]中的连续系统假设相对应, A1)是

为实现控制目标的一个基本假设; 假设A2)∼A4)只需把

文[1,4]中多变量连续系统的传递函数矩阵中的变量作相

应改动即可;另外的参考模型假设M1)M2)和不确定项的假

设A5)也分别对应单变量情形[11]的相应假设.

注注注 2 为简洁起见,下面表述中有时用x表示时间函

数或时间向量值函数x(t), ∇(·)表示差分算子,即

∇x(t) = x(t + 1)− x(t);

向量x(t) ∈ D(ω)表示向量

x(t) ∈ {{x(t)}|
t=k0+N−1P

t=k0

xT(t)x(t) 6 c0
t=k0+N−1P

t=k0

ω(t) + c1},

其中ω(t) > 0, c0, c1为正常数,整数 k0 > 0, N > 1可任意取

值.向量x(t) ∈ S(υ)表示

x(t) ∈ {{x(t)}|
k0+N−1P

t=t0

xT(t)x(t) 6 c0υN + c1},

其中常数υ > 0, 独立于υ 的常数c0, c1 > 0, 整数 k0 >
0, N > 1可任意取值. 用X表示微分算子X(z), 用‖ · ‖2δ表

示L2δ–范数[4].

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
理想情况即系统为y(t) = G(z)u(t)时, 若G(z)

的参数已知, 由匹配条件[1,5]使y(t) = ym(t)的控制
律为

u∗ = θ∗Tω, (3)

θ∗T = [θ∗T
1 , θ∗T

2 , θ∗3 , θ
∗
4 ],

θ∗1 , θ
∗
2 ∈ Rm(ν−1)×m,

θ∗3 , θ
∗
4 ∈ Rm×m, ω = [ω1, ω2, y, r]T,

ω1 =
A(z)
Λ(z)

u, ω2 =
A(z)
Λ(z)

y,

A(z) = [I, Iz, · · · , Izν−2]T, I ∈ Rm×m,

Λ(z)是首一的稳定多项式，且Λ−1(z)在|z| >
√

δ上

解析.由式(1)∼(3), e(t) = y(t) − ym(t)和Wm(z) =
ξ−1

m (z),类似于文[13],经整理易得

ξme = Kp

(
u− θ∗Tω

)
+ ηm, (4)

ηm = Kp(I − θ∗T
1

A

Λ
)(µ2∆2u− µ1G

−1∆1y). (5)

由Kp = LDU分解[7], U, L分别是单位上下三角

形, D = diag{di}, di = Σi/Σi−1, Σi是Kp的第i阶

顺序主子式, i = 1, 2, · · · ,m. 再引进分解Uu =
u− (I −U)u和L−1 = I −Λ∗, Λ∗ = I −L−1是对角

线全为零元下三角矩阵. 为减少在线估计参数个数,
类似文[13],把该这些分解代入式(4)经简单计算得

ξm(z)e = Λ∗ξm(z)e + D(u− [Θ∗T
1 Ω1, · · · ,

Θ∗T
m Ωm]T) + L−1ηm, (6)

分解后得到的新未知参数Θ∗T
i 是由Uθ∗T的第i行

与(I − U)的第i行中非零元串接成的行向量,
ΩT

i = [ωT
1 , ωT

2 , yT, r1, · · · , ri, ui+1, · · · , um], i =
1, · · · ,m. 由式(6),取控制律为

u = [ΘT
1Ω1, Θ

T
2Ω2, · · · , ΘT

mΩm]T, (7)

其中Θi是Θ∗
i的估计. 定义W (z)−1 = f(z), 其次数

为Wm(z)中所有元素的最大相对阶,且W (z)在|z|>√
δ上解析.定义

z̄ = −Wξme, Φi = WΩi, z̄0 = −Wu. (8)

用W (z)作用式(6)两边, 定义Λ∗z̄ = [0, Λ∗T
2 ζ2, · · · ,

Λ∗T
m ζm], 行向量Λ∗T

i 是由Λ∗的第i行中的非零元素构

成, ζT
i = [z̄1, z̄2, · · · , z̄i−1], z̄i是z̄i的第i个元素,则基

于矩阵分解的新参数化模型和其估计为

z̄ = [0, Λ∗T
2 ζ2, · · · , Λ∗T

m ζm]T + D([Θ∗T
1 Φ1, · · · ,
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Θ∗T
m Φm]T + z̄0)−W (z)L−1ηm. (9)

ˆ̄z = [0, ΛT
2ζ2, · · · , ΛT

mζm]T + D̂([ΘT
1Φ1 · · · ,

ΘT
mΦm]T + z̄0). (10)

上式中ˆ̄z, Λi, D̂分别为z̄, Λ∗i , D的估计. 定义ξ =
[ΘT

1Φ1, · · · , ΘT
mΦm]T + z̄0,则规范化估计误差ε为

ε , z̄ − ˆ̄z
η2

=

− 1
η2

([0, Λ̃T
2ζ2, · · · , Λ̃T

mζm]T + D̃ξ +

D[Θ̃T
1Φ1, · · · , Θ̃T

mΦm]T + ηn). (11)

其中:

Λ̃i = Λi − Λ∗i , D̃ = diag{d̂i − di},
Θ̃i = Θi −Θ∗

i , ηn = W (z)L−1ηm,

η2(t) = 1 + ζT
mζm + ξTξ + ΦT

1 Φ1 + r̄Tr̄, (12)

注注注 3 在式(12)中, r̄ = W (z)r. 考虑到被规范化向

量的内在联系,规范化信号η(t)比以往文献中的要小,这样

有利于提高参数的校正速度,从而最终改善闭环系统瞬态

性能.

选取Λi, d̂i, Θi的自适应律为



∇Λi(t) = γLi
εiζi+αΛi

M0 − |Λ̄i|
|Λ̄i|

Λ̄i,

∇d̂i(t)=γDi
εiξi+αd̂i

M0 − | ¯̂di|
| ¯̂di|

¯̂
di,

∇Θi(t)=γΘi
sgn(di)εiΦi+αΘi

M0 − |Θ̄i|
|Θ̄i|

Θ̄i.

(13)

自适应增益0 < γLi
, γDi

< 1, 0 < γΘi
|di| < 1;初值

参数满足max{ΛT
i (0)Λi(0), d̂2

i (0), ΘT
i (0)Θi(0)} 6

M2
0 , M0是满足max{Λ∗T

i Λ∗i , d
2
i , Θ

∗T

i Θ∗
i } 6 M 2

0的已

知正常数;

Λ̄i = Λi + γLi
εiζi,

¯̂
di = d̂i + γDi

εiξi,

Θ̄i = Θi + γΘi
sgn(di)εiΩi,

αΛi
= αd̂i

= αΘi
=

{
0, |Λ̄i| 6 M0,

1, |Λ̄i| > M0.
(14)

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
引引引理理理 1 自适应律(13)保证:

1) Λi(t), d̂i(t), Θi(t) ∈ L∞;

2) ∇Λi(t),∇d̂i(t),∇Θi(t), ε(t)η(t) ∈ L∞
⋂

D(|ηn

η
|).

证证证 见附录.

引引引理理理 2 [13] 考虑多变量离散时间系统y =
H(z)u, 若H(z) = (hij(z)) ∈ Rp×q是正则矩阵,

y ∈ Rq, u ∈ Rp, 且对∀ δ ∈ (0, 1], H(z)的每一元
素都在|z| >

√
δ上解析,若u ∈ L2e ,则

‖yt‖2δ 6 ‖H(z)‖∞δ‖ut‖2δ,

‖H(z)‖∞δ =
√

pq max
i,j

‖hij(z)‖∞δ,

‖hij(z)‖∞δ = sup
w∈[0,2π]

|hij(
√

δejω)|;

若H(z)是严格正则的,则

|y(t)| 6 ‖zH(z)‖2δ‖ut‖2δ,

‖zH(z)‖2δ =
√

pq max
i,j

‖zhij(z)‖2δ,

‖zhij(z)‖2δ =
1√
2π

(
w 2π

0
|
√

δejωhij(
√

δejω)|2dω)1/2.

下面分析由式(7)(13)组成的多变量离散时间
鲁棒MRAC方案. 由e(t)的定义、式(1)(2)(4)(7)和假
设Wm(z) = ξ−1

m (z)及假设A1)得



y = Wm(r + LDũ) + ηy,

u = G−1Wm(r + LDũ) + ηu,

ηy = Wmηm, ũ = [Θ̃T
1Ω1, · · · , Θ̃T

mΩm]T,

ηu = G−1ηy − (µ2∆2u− µ1G
−1∆1y).

(15)

为分析所有信号的有界性,定义虚拟规范化信号

η2
f (t) , 1 + ‖ut−1‖2

2δ + ‖yt−1‖2
2δ. (16)

引引引理理理 3 虚拟信号ηf(t)有以下性质:

1)
ηn/ηf , ‖(ω1)t−1‖2δ/ηf ,

‖(ω2)t−1‖2δ/ηf , ω1(t)/ηf , ω2(t)/ηf ,

‖ωt−1‖2δ/ηf , ‖(Ωi)t−1‖2δ/ηf ,

‖z̄t−1‖2δ/ηf , ‖(ζi)t−1‖2δ/ηf ∈ L∞.

2) 若Θi(t) ∈ L∞. 则

y/ηf , u/ηf , ω/ηf , Ωi/ηf ,

W3(z)Ωi/ηf , z̄0/ηf ,

||W3(z)Ωi||2δ/ηf , z̄/ηf ,

Φi/ηf , ξ/ηf , η/ηf ∈ L∞,

其中i = 1, 2, · · · ,m, W3(z)是任一正则函数, 且它
的每一元素在|z| >

√
δ上解析.

证证证 见附录.

定定定理理理 1 由系统(1)、参考模型(2)、控制律(7)和
自适应律(13)组成的多变量离散时间直接型鲁
棒MRAC方案, 如果假设A1)∼A5)M1)M2)成立, 则
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存在正常数µ∗, 对任意的µ = max{µ1, µ2} ∈
[0, µ∗), 有: 1) 闭环系统的所有信号都有界; 2) 跟
踪误差e ∈ S(a2

0 + µ2(∆2
3 + ∆2

4 + ∆2
5)),其中:

∆3 = ‖WL−1N∆2‖∞δ + ‖WL−1NG−1∆1‖∞δ,

∆4 =

‖zW (z)L−1N∆2‖2δ + ‖zW (z)L−1NG−1∆1‖2δ,

∆5 = ‖zWm(z)N∆2‖2δ + ‖zWm(z)NG−1∆1‖2δ,

N = Kp

(
I − θ∗T1

A(z)
Λ(z)

)
.

证证证 见附录.

注注注 4 该定理正如连续时间系统一样,以一种系统化

的方法,严格地分析了闭环系统的稳定性与鲁棒性.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
考察系统(1),

G(z) =




k1(z + b)
(z + a)(z + a)

k2(z + b)
(z + a)(z + a)

k3

(z + a)(z + b)
k4z

(z + b)(z + a)2


 ,

系统参数a, b和ki是未知的常数, i = 1, 2, 3, 4; 但满
足不等关系

|a| < 1, |b| < 1, |k1k4

k2k3

− a| < 1,

1.5 6 k1 < 2.5, 1 6 k1k4 − k2k3 < 1.5,

由此可验证该系统满足系统假设. 选取参考模型

ym = Wm(z)r,

其中:

Wm(z) = diag{ 1
(z + 0.5)

,
1

(z + 0.5)2
},

r = [step, step]T,

滤波器

W (z) =
1

(z + 0.5)2
,

多项式

Λ(z) = (z + 0.25)2.

结合本文的设计方案,通过MATLAB/SIMULINK进
行仿真,选取系统参数

a = 0.5, b = 0.25, k1 = 2, k2 = k3 = k4 = 1;

未建模部分

∆1(z) = ∆2(z) =
z

z + 0.5
, µ1 = µ2 = 0.1,

校正参数初值

Θi(0) = [0, · · · , 0]T ∈ R12, i = 1, 2, Λ2(0) = 0.2

和d̂1(0) = 0, d̂2(0) = 0.

图1给出了方案的仿真结果.

图 1 跟踪误差、控制量和控制参数向量的范数分别

对时间的响应

Fig. 1 The response of tracking error and the control and the

norm of the controller parameters versus time

6 结结结论论论(Conclusion)
针对具有未建模动态且相对阶大于1的一般多变

量离散时间系统,利用其高频增益矩阵Kp = LDU

分解建立的新参数模型,在较弱假设条件下,考虑了
直接型鲁棒模型参考自适应控制问题.通过利用离
散时间系统交换引理, 建立了闭环系统的所有信号
与规范化信号的联系,正如连续时间系统一样,以一
种系统化的方法, 严格地分析了闭环系统的稳定性
与鲁棒性. 但仍有一些问题值得进一步讨论,比如,
如何具体针对未建模动态和输入干扰, 像单输入单
输出连续时间系统那样, 研究多变量离散时间的瞬
态性能提高的方案;能否用本文的系统化方法来分
析多速率离散时间系统[14].
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附附附录录录(Appendix)
引理1的证明. 1) 由式(13)(14)知, 当|Λ̄i(t)| 6 M0时,

αΛi
= 0, Λi(t + 1) = Λ̄i(t),则|Λi(t + 1)| = |Λ̄i(t)| 6 M0;

当|Λ̄i(t)| > M0时, αΛi
= 1, Λi(t + 1) =

M0

|Λ̄i(t)|
Λ̄i(t),

则|Λi(t + 1)| = M0. 因此, 对任意时间t ∈ {0, 1, 2, · · · },
有Λi(t) ∈ L∞. 同理可证d̂i(t), Θi(t) ∈ L∞.

2)取类李雅普诺夫函数

V (·) =
mP

i=2
γ−1

Li
Λ̃T

i Λ̃i +
mP

i=1
γ−1

Di
d̃2

i +
mP

i=1
γ−1

Θi
|di|Θ̃T

i Θ̃i,

(A1)
沿着式(13), V (Λ̃i, d̃i, Θ̃i)的增量∇V (Λ̃i, d̃i, Θ̃i)满足

8
>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

∇V (Λ̃i, d̃i, Θ̃i) = ∆V1 + ∆V2 + ∆V3,

∆V1 =
mP

i=2
γ−1

Li
∇(Λ̃T

i (t)Λ̃i(t)),

∆V2 =
mP

i=1
γ−1

Di
∇(d̃2

i (t)),

∆V3 =
mP

i=1
γ−1

Θi
|di|∇(Θ̃T

i (t)Θ̃i(t)),

(A2)

那么经讨论可证明

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

∆V1 6
mP

i=2
(2Λ̃T

i ζiεi(t) + γLi
ζT
i ζiε

2
i ),

∆V2 6
mP

i=1
(2d̃iξiεi + γDi

ξ2
i ε2

i ),

∆V3 6
mP

i=1
(2diΘ̃

T
i Φi(t)εi + γΘi

|di|ΦT
i Ωiε

2
i ).

(A3)

上式的变量都省略了时间变量t, 把式(A3)代入式(A2)的
第1式整理得

∇V (Λ̃i, d̃i, Θ̃i) 6 −
mP

i=1
αiε

2
i (t)η2(t) +

mP
i=1

η2
n,i(t)

η2(t)
.

(A4)

其中: 常数αi > 0, ηn,i是η的第i个分量. 接下来的证明类似
于文献[1]中定理(8.5.6),故结论成立.

引引引理理理3的的的证证证明明明 1) 根据式(5), ηn = W (z)L−1ηm和

W (z)的定义及假设A5), 由文献[15]中离散时间交换引
理1得

|(ηn)| 6 cµ∆4ηf , (A5)

其中∆4的定义见定理1. 剩余部分证明类似文献[13]中引
理3的证明.

2) 当Θi ∈ L∞时, i = 1, · · · , m. 由式(15)和文献[15]中
离散时间交换引理1得

|ηy| 6 cµ∆5ηf , (A6)

其中∆5的定义见定理1. 剩余部分证明类似文献[13]中引
理3的证明.

定定定理理理1的的的证证证明明明 证明过程分为4步.为简单起见,证明过
程中会用符号c,在不同位置来表示某个不同的正常数.

第第第1步步步由式(5)(12)(15)结合前面的假设条件,利用离散
时间交换引理1[15]得

‖yt−1‖2δ 6 c + c
mP

i=1
‖(Θ̃iΩi)t−1‖2δ + µ∆6ηf ,

‖ut−1‖2δ 6 c + c
mP

i=1
‖(Θ̃iΩi)t−1‖2δ + µ∆7ηf ,

(A7)

其中:

∆6 = ‖WmN∆2‖∞δ + ‖WmNG−1∆1‖∞δ,

∆7 = ‖G−1WmN∆2‖∞δ + ‖(G−1WmN − I)G−1∆1‖∞δ,

µ = max{µ1, µ2}.

由式(16)可得

η2
f 6 c + c

mP
i=1

‖(Θ̃i
T
Ωi)t−1‖22δ + cµ2(∆2

6 + ∆2
7)η

2
f . (A8)

第第第2步步步 利用离散时间交换引理[15]及L2δ范数的性质

确定‖(Θ̃T
i Ωi)t−1‖2δ的上界. 由离散时间交换引理2[15],

Θ̃i
T

Ωi可表示为

[Θ̃T
i Ωi](t− 1) = F1[Θ̃

T
i Ωi](t− 2) + F2[Θ̃

T
i Ωi](t− 1), (A9)

其中: F1 = (1 − F2)z, F2 =
an∗
0

(z + a0)n
∗ , a0是满足|a0| 6

√
δ/2的正常数, n∗是Wm(z)的所有元的最大相对阶. 由离
散时间交换引理1[15], Θ̃T

i Ωi又可表示为
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Θ̃T
i Ωi = W−1(Θ̃T

i WΩi + WcWb(z[Ωi]
T(z − 1)Θ̃i), (A10)

其中: W见式(6)下面的定义, Wc, Wb与W有相同的极点.
由式(7)(8)(11)(A10)知

8
>>><
>>>:

Θ̃T
i Φi = − 1

di
(εiη

2 + Λ̃iζi + d̃iξi + ηn,i),

Λ̃1ζ1 = 0,

ξi = −Wc(z)[Wb(z)z[Ωi]
T(z − 1)Θi].

(A11)

其中εi, ηni, ξ分别是ε, ηn, ξ的第i个分量.注意到(z−1)Θ̃i =

(z − 1)Θi,由式(A5)和引理2,3得
8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

‖(Wc(Wb(z[Ωi]
T(z − 1)Θ̃i)))t−1‖2δ 6

c||(((z − 1)Θ̃i)ηf)t−1||2δ,

‖(ηn,i)t−1‖2δ 6 ‖(ηn)t−1‖2δ 6 cµ∆3ηf ,

‖(Θ̃T
i Ωi)t−1‖2δ 6 c‖(Ωi)t−1‖2δ 6 cηf ,

‖(εiη
2)t−1‖2δ 6 c‖(εiηηf)t−1‖2δ,

‖(Λ̃T
i ζi)t−1‖2δ 6 c‖(ζi)t−1‖2δ 6 cηf .

(A12)

其中: c表示不同的某个正常数. 由离散时间交换引理2[15]

知, 当a0 ∈ (0,
√

δ]时, ‖F1‖∞δ 6 ca0, ‖F2W−1‖∞δ 6 can∗
0 ,

其中c是独立于a0的某个正常数. 把式(A10)(A11)代入式
(A9)后两边取L2δ–范数,并结合式(A12)得

‖(Θ̃T
i Ωi)t−1‖2δ 6 (ca0 + can∗

0 + can∗
0 µ∆3)ηf +

can∗
0 ‖(g̃iη)t−1‖2δ, (A13)

其中g̃2
i = |εiη|2 + |Θ̃i(t + 1)− Θ̃i(t)|2.

第第第3步步步 利用离散时间Bellman-Gronwall引理[4]确定闭

环系统所有信号有界. 定义g̃ = [g̃1, · · · , g̃m]T. 由引理1易
知g̃ ∈ D(|ηn

η
|). 由式(A8)(A12)得

η2
f 6 c + c(a2

0 + a2n∗
0 + a2n∗

0 µ2∆2
3 + µ2(∆2

6 +

∆2
7))η

2
f + ca2n∗

0 ‖(g̃η)t−1‖22δ. (A14)

由推导过程知,不等号右边第2项的系数c独立于a0,因此取
适当小的a0,则一定存在µ∗1 > 0使当µ ∈ [0, µ∗1)时,

1− c(a2
0 + a2n∗

0 + a2n∗
0 µ2∆2

3 + µ2(∆2
6 + ∆2

7)) > 0,

从而,

η2
f 6 c + ca2n∗

0 ‖(g̃ηf)t−1‖22δ. (A15)

其中c是独立于a0的某个常数. 由式(A5)和引理3中η/ηf ∈
L∞, 得|ηn

η
| 6 µ∆4. 从而由g̃ ∈ D(|ηn

η
|2)及S(·)的定义知,

g̃ ∈ S(µ2∆2
4),易证‖(g̃)t−1‖2δ ∈ S(µ2∆2

4). 应用离散的L2δ

范数定义[4], 及文献[4]中的离散时间Bellman-Gronwall引
理和一个重要的不等式(2.220)可推出

η2
f 6c+ca2n∗

0

t−1P
i=0

((1+ca2n∗
0 µ2∆2

4)δ)
t−i−1g̃T(i)g̃(i).

(A16)

类似于文献[11], 存在µ∗2 > 0, 使得对于任意的µ ∈ [0, µ∗2)

及t > 0, 有(1 + ca2n∗
0 µ2∆2

4)δ < 1, 取µ∗ = min(µ∗1, µ∗2),
当µ ∈ [0, µ∗)时, ηf(t) ∈ L∞. 因此,由引理3知,闭环系统的
所有信号有界,从而定理1中的结论1)成立.

第第第4步步步 确定跟踪误差e的界.

由‖(g̃)t−1‖2δ ∈ S(µ2∆2
4)和e的定义、式(15)(A6)及ηf ∈

L∞,通过引理2得

|e|2 6 c
mP

i=1
‖Θ̃i

T
Ωi‖22δ + |ηy|2 6

c + c(a2
0 + µ2(∆2

3 + ∆2
4 + ∆2

5)).

由S(ν)的定义,易得e ∈ S(a2
0 + µ2(∆2

3 + ∆2
4 + ∆2

5)). 从而,

定理1中的结论2)成立.
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