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基基基于于于信信信赖赖赖域域域二二二次次次规规规划划划的的的非非非线线线性性性模模模型型型预预预测测测控控控制制制优优优化化化算算算法法法

赵 敏, 李少远

(上海交通大学自动化系,上海 200240)

摘要:针对非线性预测控制如何在有限时域内有效的求解非凸非线性规划这一关键问题,本文采用序列二次规
划方法,将非线性规划转化为一系列二次子规划求解. 首先根据非线性规划联立方法将系统状态和控制量同时作
为优化变量,得到以控制量步长为优化变量,只包含不等式约束的子二次规划问题,并用它取代原SQP子规划,减小
了子问题的规模;随后采用基于信赖域二次规划的方法求解子规划问题,保证每次迭代的可行性;同时采用一种能
够保持SQP问题Hessian矩阵稀疏结构的更新方法,也在一定程度上降低了算法的复杂程度.最后的仿真结果表明了
该方法的有效性.
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Nonlinear model predictive control optimization algorithm
based on the trust-region quadratic programming
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(Department of Automation, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)

Abstract: The nonlinear model predictive control(NMPC) requires the optimal or suboptimal solution of a nonlinear
non-convex optimization problem at each sampling time, and the sequential-quadratic-programming(SQP) is the conven-
tional algorithm for solving such a problem. By means of the simultaneous approach in nonlinear programming, an SQP
sub-problem of NMPC is built, which considers the system state and the control as optimization variables simultane-
ously. Then, a new quadratic-programming(QP) sub-problem is established for which the step-length in each iteration is
treated as an optimization variable and the linear inequalities are treated as constraints. After that, a trust-region-quadratic-
programming approach is used to solve this sub-problem, and an update method that maintains the sparse structure for the
Hessian matrix is used to reduce the computational complexity. Finally, simulation examples show the effectiveness of the
presented approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(model predictive control, MPC)已

被广泛应用于各个领域, 针对非线性系统的预测
控制研究目前倍受关注[1∼3]. 对于非线性MPC, 如
何在有限时间内有效地求解非凸非线性规划是需

要解决一个的关键问题[4∼8]. 非线性规划一般采
取数值方法求解, 其中SQP算法是最常用方法之
一[9]. 采用SQP求解非线性预测控制的优化问题,
根据处理系统等式约束方法的不同, 可分为序列
方法(sequential approach)和联立方法(simultaneous
approach)[10]. 序列方法寻优变量较少, 但会产生

稠密结构的Hessian矩阵,当遇到不稳定模态时导致
优化过程中止.使用联立算法每次迭代无需求解状
态方程,减少了额外计算时间,并能获得具有稀疏结
构的Hessian矩阵,使得SQP子问题易于求解[11,12].

大多SQP类算法采用线搜索保证全局收敛性,但
求解效率并不高; 而信赖域方法能在确定方向的同
时确定步长,具有强收敛性,强适应性和稳定性等优
点[13]. 传统信赖域方法往往预先给定一个常数作为
信赖域半径, 而且信赖域半径的更新也无法充分利
用可知的信息.因此现在相继出现了一系列半径可
自动调节的信赖域方法. 文献[14]研究了初始半径
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的选取对算法有效性的影响,通过近似模型和目标
函数沿负梯度方向的近似程度调节信赖域半径; 文
献[15,16]分别给出了信赖域半径关于上次迭代步长
和目标函数梯度的函数表达形式; 文献[17]则提出
了一种自适应信赖域方法, 每次迭代自动调整信赖
域半径. 文献[19]讨论了针对一类带有非线性不等
式约束的非线性预测控制问题, 基于SQP提出了一
种优化算法. 在文献[20]中每次迭代求解无约束问
题,首先判断在解的作用下约束条件是否被破坏,若
约束不满足则增加一定的偏移量保证解可行, 之后
再进行下一步的迭代.

本文采用联立方法,给出非线性预测控制SQP子
问题的描述, 随后经过变量代换得到以控制量步
长∆u为优化变量,只包含线性不等式约束的子二次
规划, 并通过半径可自动调整的信赖域二次规划的
方法求解, 保证解的可行性; 同时采用一种能够保
持Hessian矩阵稀疏结构的更新算法,在一定程度上
降低复杂度;最后的仿真实例验证了算法的有效性.

2 半半半径径径可可可调调调信信信赖赖赖域域域二二二次次次规规规划划划算算算法法法(Quadratic
programming algorithm with tunable trust re-
gion radius)
对于一般的约束非线性优化问题




min
x

f(x),

s.t. CE = 0, CI 6 0.
(1)

其中: f(x), CE = 0和CI 6 0是二次连续可微函数,
Ω为可行域. 在当前迭代点处求解信赖域二次规划
子问题: 




min
di

∇f(xi)Tdi +
1
2
dT

i Bidi,

s.t. CE(xi) +∇CE(xi)Tdi = 0,

CI(xi) +∇Ci(xi)Tdi 6 0,

‖di‖ 6 ri,

(2)

获得试探步di, 并产生可行点序列{xi}i=0,1,2,···, 其

中xi+1 = xi +di,记ϕ(di) = ∇f(xi)Tdi +
1
2
dT

i Bidi.

定义ρi为问题(1)真实下降量与估计下降量之比:

ρi =
f(xi)− f(xi + di)

−ϕ(di)
. (3)

通常根据ρi的大小来调整信赖域半径,为提高算
法的效率, 信赖域半径取为∇f(xi)和Bi的函数, 通
过调节参数来调节信赖域半径. 考虑ρi中所包含目

标函数的二次信息[22],采用一种半径可调整的信赖
域二次规划方法,保证每次xi为成功迭代.令

ri =
‖di‖

‖∇f(xi)−∇f (xi−1)‖
∥∥∇f(xi)

∥∥ , (4)

根据ρi调整信赖域半径ri,具体算法如下:
算算算法法法 1
1) 初始化: 给定x0, B0, 终止条件ε > 0, 1 >

η2 > η1 > 0, r0 = ‖∇f (x0)‖, 信赖域半径上限r̄,
η3 = 0, i = 0;

2) 若满足终止条件,则停止,否则求解子规划问
题(2)获得di;

3) 求解式(3)获得ρi,并更新

xi+1 =
{

xi + di, ρi > η1,

xi, ρi 6 η1;
(5)

4) 调整信赖域半径:

若ρi > η1, 则η3 =
‖di‖

‖∇f (xi+1)−∇f (xi)‖ ; 否

则η3 =
η3

4
,信赖域半径更新为

ri+1 =
{

min {η3 ‖∇f(xi+1)‖ , r̄} , ρi > η2,

η3 ‖∇f(xi+1)‖ , ρi < η2;
(6)

5) 根据修正公式更新Bi+1(详见第5部分),令i =
i + 1,返回2).
该算法的收敛性分析详见附录1.

3 非非非线线线性性性预预预测测测控控控制制制问问问题题题描描描述述述(Description of
nonlinear predictive control problem)
考虑一般离散非线性系统{

xk+1 = f(xk) + g(xk)uk,

yk = Cxk.
(7)

其中: xk ⊆ Rn, uk ⊆ Rm为状态和控制向量, 满
足xk ∈ X , uk ∈ U ; yk ∈ Rp为输出向量, 设
Cg(xk) 6= 0,即系统(1)的相关度r = 1[18]. 每个采样
时刻非线性MPC求解如下开环优化问题[10,19]获得

控制律:



min
X,U

N−1∑
i=1

(‖xk+i|k‖2
Q+‖uk+i|k‖2

R)+‖xk+N |k‖2
P ,

s.t. xk+i+1|k = f(xk+i|k) + g(xk+i|k)uk+i|k,[
Dx

Du

] [
X

U

]
−

[
dx

du

]
60, i=1,· · ·, N−1.

(8)

其中: N为预测时域, Qn×n, Rm×m和Pn×n为正定矩

阵. 求解式(8)取uk = u∗k作用于对象,并在下一采样
时刻重复以上优化过程. 为简化描述,令

z
∆=[uT

k xT
k+1 uT

k+1 · · · xT
k+N−1 uT

k+N−1 xT
k+N ]T,

则在k时刻非线性MPC求解标准非线性规划问题:



min
z

φ(z)

s.t. CI (z) 6 0, CE(z) = 0.
(9)
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其中:

φ(z) = zTQ̃z, Q̃ =




R

Q
. . .

R

P




,

CI(z) =




Dx

Du

. . .

Dx

Du



· z −




dx

du

...
dx

du




,

CE(z) =




f (xk) + g (xk) uk

f (xk+1) + g (xk+1) uk+1

...
f (xk+N−1) + g (xk+N−1) uk+N−1




+




0−I

0−I
. . .

0−I



· z.

本文将在接下来的部分给出求解标准非线性规

划问题(9)的具体算法.

4 非非非线线线性性性MPC中中中信信信赖赖赖域域域子子子规规规划划划问问问题题题的的的求求求
解解解(Solution of trust region sub-programming
problem of nonlinear MPC)
采用半径可调整的信赖域二次规划方法求解非

线性MPC优化问题,在第l次迭代求解如下信赖域子

问题:



min
∆zl

φ(∆zl) = (Q̃zl)T∆zl +
1
2
∆zlHl∆zl,

s.t. CE(zl) +∇CE(zl)T∆zl = 0,

CI(zl) +∇CI(zl)T∆zl 6 0,

‖∆zl‖ 6 rl.

(10)

其中: rl为信赖域半径, ∆zl = [∆u
(l)T
k ∆x

(l)T
k+1 · · ·

∆x
(l)T
k+N−1 ∆u

(l)T
k+N−1 ∆x

(l)T
k+N ]为优化变量,

Hl =




R0

Q̂1 M̂1

M̂T
1 R̂T

1

. . .
Q̂N−1 M̂N−1

M̂T
N−1 R̂N−1

Q̂N




.

其中:

R0 = R̂i = R,

Q̂i = Q + λT
i (

∂2f(x(l)
k+i)

∂(x(l)
k+i)2

+
∂2g(x(l)

k+i)

∂(x(l)
k+i)2

),

M̂i = λT
i (

∂g(x(l)
k+i)

∂x
(l)
k+i

), Q̂N = P,

∇CE(zl) =




B0−I

A1 B1−I
. . .

AN−1 BN−1−I


 .

其中:

B0 = g(x(l)
k ), Ai =

∂f(x(l)
k )

∂x
(l)
k+i

+
∂g(x(l)

k+i)

∂x
(l)
k+i

u
(l)
k+i,

Bi = g(x(l)
k+i), CE(zl) = 0,

∇Cl(zl)=




Dx

Du

. . .
Dx

Du



, i = 1, · · · , N−1.

在当前迭代点zl处,定义

ρl =
ϕ(zl)− ϕ(zl + ∆zl)

−φ(∆zl)
,

rl =
‖∆zl−1‖

‖∇ϕ(zl)−∇ϕ(zl−1))‖ ‖∇ϕ(zl)‖ .

(11)

令Zl = [xT
l uT

l ]T, zl = E · Zl, 其中E为适当阶次

的单位阵,将式(10)表示为规范形式:

ψ(∆Zl) = (Q̃zl)T∆(Z)l +
1
2
∆ZT

l <l∆Zl. (12)

其中:

<l =




ˆ̃Q ˆ̃M
ˆ̃M

T ˆ̃R


 , ˆ̃Q =




Q̂1

Q̂2

. . .
Q̂N


 ,

ˆ̃M =




0 M̂1

0 M̂2

. . .
M̂N−1

0 0




, ˆ̃R=




R0

R̂1

. . .
R̂N−1


 .

同时根据式(10)中的等式约束,显然有

∆xl = −Ã−1B̃∆ul. (13)

其中: Ã =




−I

A1 −I
. . . . . .

AN−1−I



为m × N维非奇异
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阵; B̃ =




B0

B1

. . .

BN−1




. 因此,

∆Zl = [−B̃Ã−T I ]T∆ul. (14)

将式(13)代入式(10)和式(12)得到以∆ul为优化变量

的新优化问题:



min
∆ul

= QT∆ul +
1
2
∆uT

l <l∆ul,

s.t.

[
ΛD

ΛG

][
U(k) + I

X(k)− Ã−1B̃

]
∆ul 6 0,

‖
[
−B̃Ã−T I

]T

∆ul‖∞ 6 rl.

(15)

其中:
Q = UT

k ΛR −XT
k ΛQATB,

<l = ˆ̃R + B̃TÃ−T ˆ̃QÃ−1B̃ −
( ˆ̃MÃ−1B̃ + B̃TÃ−T ˆ̃MT),

ΛR =




R
. . .

R


 , ΛQ =




Q
. . .

P


 ,

ΛDx
=




Dx

. . .

Du


 ,

Uk ∈ Rm×N , Xk ∈ Rn×N分别为当前时刻系统的控

制和状态初值.

在SQP算法中, 若子问题的Hessian阵正定, 则优
化问题是一个严格的凸二次规划,子问题有唯一解.

定定定理理理 1 对于非线性系统(1), 若其子问题(10)
的Hl是正定阵,则按上述一系列变换后,所得新优化
问题(15)的Hessian阵<l也是正定的.

证证证 证明见附录2.

在k时刻, 非线性MPC求解的SQP子问题由变量
较多的式(10), 转化为以∆ul为优化变量, 只包含不
等式约束的式(15).

5 Hessian矩矩矩阵阵阵的的的更更更新新新算算算法法法(Updating method
of the Hessian matrix)
SQP算法的收敛性及收敛速度在很大程度上

依赖于原问题Lagrange函数的Hessian矩阵. SQP子
问题 (10) 虽然是较大规模的优化问题, 但它的
Hassian矩阵是稀疏矩阵, 因此采用保持该稀疏结
构的更新算法,能够降低计算的复杂程度.

考虑式(10)的 Hessian 矩阵, 已知第l次迭代的
Hessian矩阵为

Hl =




R0

Q̂1 M̂1

Q̂T
1 R̂1

. . .

Q̂N−1 M̂N−1

M̂T
N−1 R̂N−1

Q̂N




. (16)

假设经过l次迭代已得到∆ul,∆xl和Zl+1. 记



pu(i) = u
(l+1)
k+i − u

(l)
k+i,

px(i) = x
(l)
k+i − x

(l)
k+i,

qu(i)=∇uk
ϕ(x(l+1)

k+i ,u
(l+1)
k+i )−∇uk

ϕ(x(l)
k+i,u

(l)
k+i),

qx(i)=∇xk
ϕ(x(l+1)

k+i ,u
(l+1)
k+i )−∇xk

ϕ(x(l)
k+i, u

(k)
k+i),

i = 1, 2, · · · , N − 1.

(17)

根据DFP方法对式(6)Hassian矩阵分块更新:



H̃
(l+1)
0 =

H̃
(l)
0 +

qu(0)qu(0)T

qu(0)Tpu(0)
− H̃

(l)
0 pu(0)pu(0)TH̃

(l)
0

pu(0)TH̃
(l)
0 pu(0)

,

H̃
(l+1)
k =

H̃
(l)
k +

[qx(i)T qu(i)T ][qx(i)T qu(i)T ]T

[qx(i)T qu(i)T ]T[px(i)T pu(i)T ]
−

H̃
(l)
k [px(i) pu(i)][px(i)T pu(i)T ]TH̃

(l)
k

[px(i)T pu(i)T ]TH̃
(l)
k [px(i) pu(i)]

,

H̃
(l+1)
N = H̃

(l)
N +

qx(N)qx(N)T

qx(N)Tpx(N)
−

H̃
(l)
N px(N)px(N)TH̃N(l)

px(N)TH̃
(l)
N px(N)

,

i = 1, · · · , N − 1,

(18)

因此,新优化问题(15)中<l的更新算法为

<l+1 =[−B̃Ã−1 I ] · Υ ·Hl+1 · ΥT · [−B̃Ã−T I ]T.

(19)

其中

(Υ )ij =




I, 如果i = 1, 2, · · · , N, j = 1, · · · , 2N − 1,

或者i = N + 1, · · · , 2N, j = 2, · · · , 2N,

0, 其他.
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6 基基基于于于信信信赖赖赖域域域二二二次次次规规规划划划的的的非非非线线线性性性MPC算算算
法法法(Nonlinear MPC optimization algorithm
based on trust region quadratic program-
ming)
在k时刻, 非线性预测控制采用算法1迭代求解

非线性规划获得控制律,具体算法如下:
算算算法法法 2
1) 给定初值Z0(Z0 ∈ Ω)、矩阵E、信赖域半径

初值r0 = ‖∆ϕ(Z0)‖, 信赖域半径上限值r̄ > 0, 以
及参数0 6 η1 6 η2 < 1,迭代次数L,取Hessian矩阵
初值H0 = E, l = 0;

2) 执行算法1,迭代L次停止,输出ZL, H0 = HL,
其中由式(19)获得Hessian矩阵更新值Hl+1, 根据
式(18)得到<l+1;

3) 取控制律uk = [I 0 · · · 0]ZL施加于系统,
并令Z0(1 : (n+m), :) = [uT

k xT
k+1 ]T,Z0((n+m)×

1 : (n + m)×N, :),置k = k + 1,返回1).

7 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation)
将算法2应用于CSTR系统(连续搅拌釜)作仿真

实例,系统方程为[20].



ĊA =
q

V
(CAf − CA)− k0exp(− E

RT
)CA,

Ṫ =
q

V
(Tf − T ) +

−∆H

ρCp

k0exp(− E

RT
)CA+

UA

V ρCp

(Tc − T ).

(20)

其中: CA是生成物A的浓度(mol/l), 输出T是反应

器温度(K),输入Tc是冷却剂温度(K)且满足280 K6
Tc6370 K. 系统参数取值同文献[20],采样时间Ts =
0.1 min. 假设系统的平衡状态为Ceq

A = 0.5 mol/l,
T eq = 350 K, T eq

c = 300 K,控制目标使输出反应物
温度跟踪设定值.预测时域N = 30, 加权矩阵分别
为Q = I2×2, R = 0.5. 每个采样时刻采用算法2迭
代5次,仿真结果如图1. 可见,采用算法2非线性MPC
可无论是响应速度还是跟踪性能, 都明显优于采
用线性预测控制算法的结果,且输入也满足约束条
件.用MATLAB6.5优化工具箱中的fmincon函数替换
算法2中第2步求解非线性规划, 其中Hessian矩阵更
新和采用默认值. 在Pentium IV 2.8GHz CPU, 512M
Memory的PC机上作仿真. 预测时域N = 30,仿真时
间为T = 80 min,仿真结果如图2. 由图2(a)可看出,
采用算法2的非线性预MPC跟踪效果优于采
用fmincon 函数的跟踪效果; 由图2(b)可看出, 采用
fmincon求解求解非线性规划平均计算时间为3.76 s,
而采用算法2求解的平均计算时间则为1.87 s, 显然
本文算法能够明显减少计算时间.

(a)反应器温度

(b)冷却剂温度

图 1 输出及控制输入轨迹

Fig. 1 Trajectories of output and control law

(a)反应器温度曲线

(b)计算时间

图 2 SQP算法与信赖域算法仿真结果
Fig. 2 Simulation results of SQP algorithm and

trust region algorithm
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8 结结结论论论(Conclusion)
对非线性MPC中所要求解的非线性规划问题,

采用基于信赖域二次规划的SQP算法求解保证获
得可行解. 根据联立方法, 首先确定以状态和控制
同时作为优化变量的SQP子问题描述; 随后利用序
列方法求解SQP二次规划, 获得以控制量的步长向
量作为优化变量且只包含线性不等式约束的子问

题, 并通过基于信赖域二次规划的方法求解, 保证
每次迭代的可行性; 同时采用一种能够保持SQP问
题Hessian矩阵的稀疏结构的更新方法,在一定程度
上降低了算法的复杂度.最后的数字仿真验证了文
中算法的有效性. 本文采用了联立方法,将状态与控
制变量同时作为优化变量, 当系统变量增加时将会
抵消信赖域算法快速性和更新Hessian矩阵稀疏性
的优势, 因此当变量增加时可适当减小预测时域来
保证算法的快速性, 即, 通过牺牲一部分最优性, 用
次优解代替最优解来保证算法的快速性. 在未来的
研究中将着重考虑如何平衡多个优化变量与算法快

速性之间的矛盾.
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附附附录录录 1 算算算法法法1的的的全全全局局局收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Appendix 1
The global convergence analysis of Algorithm 1)

假假假设设设 1 对于初始可行点z0, 水平集L0 , {x|CI(x)

6 0, CE(x) = 0, f(x) 6 f(x0)} ⊂ Ω有界,且f, CI , CE 2阶
连续可微.

假假假设设设 2 矩阵Hl一致有界,即存在M > 0,使得

‖Hl‖ 6 M. (A1)

引引引理理理 1 xi是算法1产生的点列, x∗是其聚点,存在一个
指标集K,当lim

i∈K
xi = x∗时, lim

i∈K
di = 0.

证证证 可行点xi ∈ L0. 当x = xi时,信赖域子问题在di处

的K-T条件为
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>>>>><
>>>>>:

∇f(xi)+Bidi+∇CE(xi)λ̄+∇CI(xi)µ̄+γdi =0,

CE(xi) +∇CE(xi)T · di = 0,

µ̄⊥CI(xi) +∇CI(xi)T · di 6 0,

0 6 γ⊥‖xi‖ − ri 6 0,

(A2)

其中λ̄, µ̄, γ为Lagrange乘子.

由式(A2),在可行点xi处,有
8
>><
>>:

λ̄T∇CE(xi)T · di = −λ̄TCE(xi) = 0,

µ̄T∇CI(xi)T · di = −µ̄TCI(xi) > 0,

−(∇f(xi)+Bidi)=∇CE(xi)λ̄+∇CI(xi)µ̄+γdi.

(A3)

将式(A3)代入−ϕ(xi) = −dT
i (∇f(xi) + Bidi) − 1

2
dT

i Bidi,

得

−ϕ(xi) = dT
i (∇CE(xi)λ̄ +∇CI(x

i)µ̄ + γdi) =

γ‖xi‖2 + (
1

2
dT

i Bidi − µ̄TCI(x
i))

| {z }
>0

. (A4)

显然, ∃K当l ∈ K时,有

−ϕ(xi) > γ ‖di‖2 (A5)

成立.

1) 若信赖域约束为非积极约束, γ = 0. 由xi+1 =

xi + di ,当xi →
i∈K

z∗ 时,显然有∆zl →
l∈K

0 .

2) 若信赖域约束为积极约束, γ > 0. 对于成功迭代步,
有

xi(xi)− f(x∗) > f(xi)− f(xi + di) >
η1(−ϕ(di)) > η1γ ‖di‖2 . (A6)

当xi →
i∈K

x∗时,式(A6)左端→ 0,因此lim
i∈K

di = 0.

对于任意两个成功迭代步间的不成功迭代步,均导致
信赖域半径减小,显然使对于任意两个成功迭代步间的不
成功迭代步,均导致信赖域半径减小,显然使lim

i∈K
di = 0. 综

上所述,当lim
i∈K

xi = x∗时, lim
l∈K

∆zl = 0.

定定定理理理 设{xi}是算法1产生的点列, 若假设1,2成立,
则x∗的K-T点,即算法是全局收敛的.

证证证 x∗是聚点,由引理1, ∃K当lim
i∈K

xi = x∗时, lim
i∈K

di =

0. 另一方面, ∃K2,当i ∈ K2时,使
(

CE(xi) +∇CE(xi)T · di = 0,

CI(xi) +∇CI(xi)T · di 6 0
(A7)

成立. 因为di是信赖域子问题的最优解,根据K-T条件:

∇f(xi) + Bidi + γdi = 0. (A8)

当i ∈ K2充分大, i →∞时,对式(A8)两端取极限,得

∇f(x∗) = 0. (A9)

综上所述, x∗是K-T点,算法全局收敛.

附附附录录录 2 定定定理理理1证证证明明明(Appendix 2 Proof of The-
orem 1)

证证证 假设Hl为正定阵,则经过若干次初等行列变换后
可以得到矩阵<l,即

<l = CT
N−1 · · · CT

2 CT
1 HlC1C2 · · · CN−1. (A10)

其中:

C1 =

2
666666666664

I

0 I

I 0

. . .

0 I

I 0

I

3
777777777775

, C2 =

2
66666666666666664

I

I 0 0

0 0 I

0 I 0

. . .

0 I 0

I 0 0

0 0 I

I

3
77777777777777775

, · · ·,

显然由于C1, C2, · · · , CN−1都满秩,故<l为正定阵.

由

<l = [−B̃Ã−1 I ]<l[−B̃Ã−T I ]T, (A11)

对正定阵<l,有任意χ ∈ R2N使下式成立:

χT<lχ = ρT<lρ > 0, (A12)

其中ρ = [−B̃Ã−T I ]Tχ.

对于非线性系统(1), 由条件Cg(xk) 6= 0, 可知Bi =

g(xk+i) 6= 0,即B̃ =

2
66664

B0

B1

. . .

BN−1

3
77775
是列满秩的. 同时,

由于Ã是下三角阵, 可见B̃Ã−1也是下三角阵, 且对角线元
素为Bi, 所以rank(B̃Ã−1) = N , 由此[−B̃Ã−T T ]为满秩

的.

当[−B̃Ã−T I ]满秩时, 线性方程组[−B̃Ã−T I ]T · χ =

0只有零解, 因此当Hl为正定阵时, <l也为正定阵, 新的子
问题有唯一解. 证毕.
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