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摘要:模糊控制器通常由模糊化、模糊推理以及清晰化三部分构成,而模糊推理决定了一个由输入论域到输出论
域的模糊映射. 当模糊映射为常值映射时,任意选择模糊化和去模糊化方式,模糊控制器的输出值不因输入信号变
化而改变.本文给出了模糊映射为常值映射的两个充分条件,并将结论从单入单出模糊系统推广到多入单出模糊系
统.
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Abstract: A fuzzy controller is usually composed of three parts: fuzzification, fuzzy inference and defuzzification. The
fuzzy inference defines a fuzzy mapping from the input universe to the output universe. When the fuzzy mapping is a
constant mapping, for any given fuzzification and defuzzification methods, the output of the fuzzy controller will never
change with the input value. Two sufficient conditions are proposed under which the fuzzy mapping will remain constant.
These conclusions are generalized from the single-input single-output fuzzy system to the multiple-input single-output one.
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1 引引引言言言(Introduction)
模糊控制模仿人的思维方式,综合了领域专家的

实践经验, 能对难以建立精确数学模型的对象实施
控制,是模糊理论中非常成功的领域之一,同时也是
智能控制的重要组成部分. 模糊控制器通常包含输
入信号的模糊化、基于规则库的模糊推理以及清晰

化为输出信号3部分,而模糊蕴涵算子的选择在模糊
推理中尤为关键.众多学者在这一方面进行了深入
的讨论.

文献[1]揭示了模糊系统的概率论意义, 基于不
同的模糊蕴涵算子给出了几种典型的概率分布,证
明了模糊系统的概率分布为全局均匀分布时, 模
糊系统的输出为常值. 本文将进一步讨论模糊系
统的概率分布何时为全局均匀分布.文献[2]证明了
采用单值模糊化、三角模糊化或高斯模糊化以及

中心平均去模糊化的Lukasiewicz推理机(即模糊蕴
涵算子选择Lukasiewicz算子的模糊系统)或Dienes-
Rescher推理机均为常值输出.但文献[2]未对其他的
去模糊化方式以及模糊蕴含算子进行说明. 模糊控
制器设计时模糊蕴涵算子如何选取? 本文侧重分析
模糊控制器中基于推理规则库的模糊推理, 这实际
上是一个输入论域到输出论域的模糊映射. 结合推
理规则库前件和后件模糊集族的特点, 给出模糊映
射为常值映射的两个充分条件.显然,模糊映射为常
值映射时,任意选择模糊化和去模糊化方法,模糊控
制器的输出不因输入信号变化而改变;同时,这样的
模糊系统概率分布为全局均匀分布.

2 两两两个个个充充充分分分条条条件件件(Two sufficient conditions)
设单入单出模糊控制器输入论域为X , A =

{Ai|i ∈ In} ⊂ F(X); 输出论域为Y , B = {Bi|i ∈
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In} ⊂ F(Y ), 其中In = {1, 2, · · · , n}. 选取模糊
蕴涵算子θ, 聚合算子为取大运算, 推理规则库共
有n条if-then规则,分别为

Rule i : if x is Ai, then y is Bi, i ∈ In. (1)

Zadeh提出的关系合成推理法(compositional rule of
inference, 简记为CRI算法)计算过程如下: 首先得
到X × Y上规则i确定的模糊关系Ri, Ri(x, y) =

θ(Ai(x), Bi(y)), 并聚合为总模糊关系R =
n⋃

i=1

Ri,

由此可以诱导输入论域X到输出论域Y的模糊映射

ϕ : F(X)→F(Y ), A 7→ϕ(A)=A ◦R. (2)

因此, ∀ x ∈ X , 选择模糊化方式得到模糊集Ax ∈
F(X) (比如单值模糊化、三角模糊化或者高斯模糊
化),由式(2)可计算出单入单出模糊控制器模糊推理
结果,即B = ϕ(Ax) = Ax ◦ R. 最后,对模糊集B去

模糊化,得到模糊控制器输出.
在模糊控制器设计时, 论域的模糊划分同样时

常涉及. 文献[3]给出时下普遍认可的模糊划分定
义:设A = {Ai|1 6 i 6 n}为论域X上一族模糊集,
称A为论域X上模糊划分,若

∀ i ∈ In, Ai 6= ∅且∀ x ∈ X,
n∑

i=1

Ai(x) = 1.

定定定理理理 1 假设A,B分别为X和Y上模糊划分,且
模糊蕴涵算子θ满足条件

若 a 6 b,则 θ(a, b) = 1, (3)

则单入单出模糊控制器确定的模糊映射为常值映

射,且ϕ(Ax) ≡ Y , ∀ x ∈ X .

证证证 ∀ x ∈ X , 任取模糊化方式得到模糊集Ax,
由式(2)可计算出B = ϕ(Ax) = Ax ◦ R. 下面证
明B ≡ Y .

∀ y ∈ Y,

B(y) =
∨

x′∈X

(Ax(x′) ∧R(x′, y)). (4)

由A,B均为模糊划分知
n∑

i=1

Ai(x′) =
n∑

i=1

Bi(y) = 1.

故∃j有Aj(x′) 6 Bj(y). 由条件式(3)知 θ(Aj(x′),

Bj(y)) = 1. 因此, R(x′, y) =
n∨

i=1

θ(Ai(x′), Bi(y)) =

1,利用式(4)可以得到B(y) =
∨

x′∈X

Ax(x′). 此外,无

论是单值模糊化、三角模糊化还是高斯模糊化, 均
有Ax(x) = 1 (注: 模糊化方法应当保障模糊集Ax在

点x处隶属程度Ax(x) = 1). 因此, B(y) = 1. 综上
所述,有B ≡ Y .
类似定理1容易证明如下推论.实际上, 推论1适

用于更广泛的模糊系统, 定理1仅仅是其中一个
特例.

推推推论论论 1 假设单入单出模糊控制器A,B满足条
件(#.1), 即∀ (x′, y) ∈ X × Y,∃i ∈ In, 有Ai(x′) 6
Bi(y)(#.1) 且模糊蕴涵算子θ满足式(3), 则模糊控
制器确定的模糊映射为常值映射, 且ϕ(Ax) ≡ Y ,
∀ x ∈ X .

定理1证明了当A,B分别为输入论域和输出论
域上模糊划分且模糊蕴涵算子满足式(3)时,对于任
意选择的模糊化方法(应当保障Ax(x) = 1), 模糊
控制器确定的模糊映射始终为常值映射; 其次, 对
于任意选择的去模糊化方法, 模糊控制器的输出
值始终不因输入信号变化而改变.我们对模糊蕴涵
算子的要求式(3)是否很强? 答案是否定的, 大部分
模糊蕴涵算子均满足这一条件,因为这一条件有它
的逻辑背景. 满足这一条件的常见模糊蕴涵算子
有: Lukasiewicz算子, Gaines-Rescher算子, Gödel算
子, Goguen算子以及Wang算子(亦称R0算子)等.

有时, if-then规则库的前件模糊集族A或后件
模糊集族B不满足模糊划分定义, 即∃x0 ∈ X , 使

得
n∑

i=1

Ai(x0) < 1或∃y0 ∈ Y ,使得
n∑

i=1

Bi(y0) < 1. 对

于不满足模糊划分定义的推理规则库,该如何处理?
定理2回答了这一问题.在给出定理2之前,先给出如
下定义:

定定定义义义 1 C = {Ci ∈ F(U)|i ∈ In}为论域U上

模糊集族, 约定点u(u ∈ U)处的覆盖(covering)数
为cov(u, C) = |{i|Ci(u) > 0}|, 其中| · |表示有限
集元素个数. 显然, 0 6 cov(u, C) 6 n. 此外, 约
定cov(C) = sup{cov(u, C)|u ∈ U}为论域U上模糊

集族C的覆盖数.

显然,常见的二相基元组C的覆盖数cov(C) = 2,
而高斯型模糊集族C的覆盖数cov(C) = n.

定定定理理理 2 假设单入单出模糊控制器推理规则如

式(1),若cov(A) < n且θ满足条件

θ(0, b) ≡ 1, (5)

则模糊映射为常值映射,且ϕ(Ax) ≡ Y .

任取(x′, y) ∈ X × Y ,由cov(x′,A) 6 cov(A) <

n知, ∃j ∈ In有Aj(x′) = 0,因此

Rj(x′, y) = θ(Aj(x′), Bj(y)) = 1.

故

R(x′, y) =
n∨

i=1

Ri(x′, y) = 1.

余下证明与定理1相同,略去.

当cov(A) < n且模糊蕴涵算子满足式(5)时, 定
理2的结论与定理1类似, 即模糊控制器决定的模糊
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映射为常值映射. 同时, 所有满足式(3)的模糊蕴
涵算子, 显然满足式(5); 因此, 满足式(5)的常见模
糊蕴涵算子除前面列举的Lukasiewicz算子, Gaines-
Rescher算子, Gödel算子, Goguen算子以及Wang算子
以外, 还有Zadeh算子, Reichenbach算子, Yager算子,
Kleene-Dienes算子以及Dienes-Rescher算子等.

3 多多多 入入入 单单单 出出出 模模模 糊糊糊 控控控 制制制 器器器(Multiple-input
single-output fuzzy controller)
设多入单出模糊控制器输入变量为x =

(x1, · · · , xk), 论域为X = X1 × · · · × Xk, 模糊
集族As = {Asis

|1 6 is 6 ps} ⊂ F(Xs), 1 6
s 6 k; 输出变量为 y, 论域为 Y , 模糊集族 B =
{Bi1,··· ,ik

|1 6 i1 6 ps, · · · , 1 6 ik 6 pk} ⊂ F(Y ).
选取模糊蕴涵算子θ,聚合算子为取大运算,推理规
则库共有p1p2 · · · pk条if-then规则,分别为

If x1 is A1i1 and · · · and xk is Akik
,

then y is Bi1,··· ,ik
. (6)

假定AND运算选择乘积算子, 则规则(i1, · · · , ik)确
定的模糊关系Ri1,··· ,ik

∈ F(X × Y ),且

Ri1,··· ,ik
(x, y) = θ(

k∏
s=1

Asis
(xs), Bi1,··· ,ik

(y)).

由此聚合为总模糊关系R =
p1⋃

i1=1

· · ·
pk⋃

ik=1

Ri1,··· ,ik
,并

诱导出论域X到Y的模糊映射

Ψ : F(X) → F(Y ), A 7→ Ψ(A) = A ◦R. (7)

因此, ∀ x ∈ X , 选择模糊化方式得到模糊集Ax ∈
F(X), 由式(7)可计算出多入单出模糊控制器模糊
推理结果, 即B = Ψ(Ax) = Ax ◦ R. 最后, 对模糊
集B去模糊化,得到模糊控制器输出.

此外, 在模糊系统中AND运算选择取小算子也
很常见,这时模糊映射表达式与式(7)相同,只是模糊
关系R改变为

R(x, y) =
p1∨

i1=1

· · ·
pk∨

ik=1

θ(
k∧

s=1

Asis
(xs), Bi1,··· ,ik

(y)).

由于AND运算选择乘积算子和取小算子时,结论和
推导过程雷同,在此,仅讨论AND运算选择乘积算子
这一情形.

类似单入单出模糊控制器,可以证明如下定理:

定定定理理理 3 若 A1, · · · ,Ak, B 满足条件(8), 即
∀ (x′, y) ∈ X × Y,

∃i1, · · · , ik, 有
k∏

s=1

Asis
(x′s) 6 Bi1,··· ,ik

(y), (8)

且模糊蕴涵算子θ满足条件(3), 则模糊映射为常值
映射,且Ψ(Ax) ≡ Y,∀ x ∈ X .

由定理3容易推导如下推论成立:

推推推论论论 2 若A1, · · · ,Ak,B同为模糊划分且模糊
蕴涵算子θ满足条件(3), 则模糊映射为常值映射,
且Ψ(Ax) ≡ Y,∀ x ∈ X .

模糊划分是衡量模糊推理前件和后件模糊集族

的一个重要方面,除此之外,类似定理2,容易将单入
单出模糊系统的覆盖数定理推广到多入单出模糊系

统:

定定定理理理 4 若∀ s有cov(As) < qs且模糊蕴涵算

子θ满足条件式(5), 则模糊映射为常值映射, 且
Ψ(Ax) ≡ Y, ∀ x ∈ X .

4 结结结论论论(Conclusion)
本文从模糊映射出发,研究什么条件下,模糊映

射为常值映射. 当这一结论成立时, 对于任意的模
糊化方式以及任意的去模糊化方式,模糊控制器输
出值始终不因输入信号改变而改变.本文结合推理
规则库前件和后件模糊集族的特点,给出了模糊映
射为常值映射的两个充分条件,并将结论从单入单
出模糊系统推广到多入单出模糊系统.此外,本文还
给出满足常值映射所需条件的部分常见模糊蕴涵算

子,这在模糊控制器设计时,需特别考虑.
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