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摘要:讨论了仿射非线性控制系统关于由不等式表示的区域生存性判别问题．基于非光滑分析理论,给出了在
一点处检验生存性条件是否成立的方法,该方法将生存性条件的检验转化为判别凸不等式组的相容性(是否有解),
然后利用投影方法对凸不等式组的相容性进行判别．
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Determining the viability for a affine nonlinear control system
GAO Yan

(School of Management, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: This paper is devoted to the viability condition for an affine nonlinear control system in a region defined by
inequality constraints. Based on the nonsmooth analysis, we give a method of determining the viability condition at a point.
In this method, the determination of the viability is transformed into the determination of the consistency of a system of
convex inequalities (the existence of a solution), then, a project method is applied to solve the convex inequalities.

Key words: nonlinear control; affine nonlinearity; viability; nonsmooth analysis

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2009)06−0654−03

1 引引引言言言与与与预预预备备备知知知识识识(Introduction)
控制理论中许多问题本质上都可以利用生存理

论这一工具刻画并加以解决,例如系统的可达性(可
控性), Lyapunov稳定性, 微分对策等[1∼5]．另一方

面, 系统的安全域设计本身就是一个直接的生存性
问题,它在一定意义下就是设计一个生存域．关于
生存性的研究主要集中在给定一个区域,如何判断
其是否为生存的和对于生存域进行生存性设计,即
设计一个生存解．尽管已有分别利用逼近锥给出的

生存性判别准则,然而对于一般的非线性控制系统,
这些判别准则很难具体使用[6,7]. 本文将研究仿射非
线性控制系统生存性的判别问题．

考虑一般形式的非线性控制系统

ẋ(t) = f(x, u), u ∈ U, (1)

其中: x ∈ Rn 是状态变量, u ∈ U是控制变量,
U ⊂ Rm, f(x, u)为Rm+n到Rn上的Lipschitz函数．
定定定义义义 1 [6] 设W ⊂ Rn,如果对任意初始点x0 ∈

W , 存在系统(1)的解x(t), 使得x(t) ∈ W,∀t > 0,
则称集合W关于控制系统(1)是生存的, 这样的
解x(t)也称为生存解.

定定定义义义 2 [6] 假设K ⊂ Rn非空, 集合K在点x ∈
K的切锥定义为

TK(x) = {v ∈ Rn | lim
t→0+

inf
1
t
dK(x + tv) = 0},

其中dK(y)为y到K的距离,即dK(y) = inf
s∈K

‖y − s‖.

命命命题题题 1[6] 闭集W ⊂ Rn关于系统(1)是生存的
充要条件是对任意x ∈ W ,有

(
⋃

u∈U

f(x, u)) ∩ TW(x) 6= ∅. (2)

对于集合W的内点x总有TW(x) = Rn, 这时
式(2)成立. 于是, 要判别式(2)是否成立, 只须考虑
边界点.
对于Rn上的凸函数f(x), 存在凸紧集∂f(x) ⊂

Rn使得其方向导数可表示为f ′(x; d) = max
ξ∈∂f(x)

ξTd,

∀d ∈ Rn, ∂f(x)称为f(x)的次微分[8]. 对于可微函
数,次微分简化为梯度,即∂f(x) = {∇f(x)}.

2 生生生存存存性性性判判判别别别方方方法法法(Method of determining
viability)
考虑如下仿射非线性系统:

ẋ(t) = f(x) + g(x)u, u ∈ U, (3)
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其中: x ∈ Rn, u ∈ U , f(x)和g(x)分别为Rn到Rn和

Rm+n上的Lipschitz函数, U ⊂ Rm是凸集,表示为

U = {u ∈ Rm|hi(u) 6 0, i = 1, · · · , p}, (4)

其中hi(x), i = 1, · · · , p是Rn 上的凸函数(不一定是
可微的)．考虑如下区域:

D = {x ∈ Rn|ϕj(x) 6 0, j = 1, · · · , q}, (5)

其中ϕj(x), j = 1, · · · , q是Rn上的连续可微函数.
给定点x ∈ D,定义指标集

J(x) = {1 6 j 6 q|ϕj(x) = 0, j = 1, · · · , q}.
如果J(x)为空集, 则x为D的内点, 因为判别生存性
只需考虑边界点, 所以只需考虑指标集J(x)非空情
况．给出集合D在点x ∈ D处的约束品性．

约约约束束束品品品性性性 1[9] 存在y0 ∈ Rn, 使得∇ϕj(x)Ty0

< 0, j = 1, · · · , q.
约约约束束束品品品性性性 2[9] cl γ(x) = Γ (x)成立, 其中cl为

闭包,

γ(x) = {y ∈ Rn|∇ϕj(x)Ty < 0, j ∈ J(x)},
Γ (x) = {y ∈ Rn|∇ϕj(x)Ty 6 0, j ∈ J(x)}.
上述两个约束品性在约束优化最优性条件研究

中广为使用,通常的集合都会满足这些假设．
命命命题题题 2[9] 如果集合D在x ∈ Rn 处满足约束品

性1或约束品性2,则有TD(x) = Γ (x)．
对固定的点x ∈ Rn,构造下述不等式系统{
hi(u) 6 0, i = 1, · · · , p,

∇ϕj(x)Tf(x)+∇ϕj(x)Tg(x)u60, j∈J(x),
(6)

其中u ∈ Rm为变量.
定定定理理理 1 如果集合D在x ∈ Rn处满足约束品

性1或约束品性2,则它关于系统(3)是生存的充要条
件是对每一固定的x ∈ Rn不等式组(6)有解．
证证证 由命题2知

TD(x) = {y ∈ Rn|∇ϕj(x)Ty 6 0, j ∈ J(x)}.
在命题1中取f(x, u) = f(x) + g(x)u,于是集合D关

于系统(3) 是生存的充要条件是对每一固定的
点x ∈ D下式成立:

(
⋃

u∈U

(f(x) + g(x)u)) ∩ TW(x) 6= ∅.

考虑到集合U和TD(x)的表达式,上式等价于

{f(x) + g(x)u|hi(u) 6 0, i = 1, · · · , p} ∩
{y ∈ Rn|∇ϕj(x)Ty 6 0, j ∈ J(x)} 6= ∅. (7)

显然,式(7)成立等价于下述系统有解:



hi(u) 6 0, i = 1, · · · , p,

∇ϕj(x)Ty 6 0, j ∈ J(x),
y = f(x) + g(x)u.

(8)

在式(8)中, 将y = f(x) + g(x)u代入∇ϕj(x)Ty 6
0, j ∈ J(x)中得式(6); 在式(6)中引入y = f(x) +
g(x)u得式(8),这说明式(6)与式(8)等价．定理得证.
定理1说明对于集合D和系统(3), 生存性条

件(2)成立的充要条件为对每个固定x ∈ D不等式

组(６)有解. 这样,可通过判别不等式组(6)是否有解
来检验生存性条件.对固定的x∈Rn,在不等式(6)中,
hi(u)(i = 1, · · · , p) 为凸函数, ∇ϕj(x)Tf(x) +
∇ϕj(x)Tg(x)u, j ∈ J(x)为线性函数, 因此(6)为凸
不等式组. 于是,可以利用现有的解凸不等式组的方
法来确定它是否有解(相容).
下面介绍解凸不等式的投影法. 考虑下述不等

式组

ci(x) 6 0, i = 1, · · · ,m. (9)

其中ci(x), i = 1, · · · ,m为Rn上的凸函数(不一定
是可微的)．根据文献[10], 求解凸不等式组(9)的投
影方法如下: 给定初始点x0 ∈ Rn, 对于当前迭代
点xk ∈ Rn,求它到下述多面体上的投影:

ci(xk) + ξT
i (y − xk) 6 0, i = 1, · · · ,m.

其中: ξi ∈ ∂ci(xk), i = 1, · · · ,m, 对于可微点ξi为

∇ci(xk),即求解下述二次规划问题

min ‖y − xk‖2,

s.t. ci(xk) + ξi
T(y − xk) 6 0, i = 1, · · · ,m.

记它的解为yk,则令

xk+1 = xk + ωk(yk − xk),

其中ωk可取区间[η, 2 − η](0 6 η 6 1)中的任意值.
点列{xk}收敛到不等式组(9)的一个解.
例例例 考虑仿射非线性控制系统(
ẋ1(x)
ẋ2(t)

)
=

(
x1+sin x2

x2

)
+

(
x1u1+x2u2

x1u1−x2u2

)
,

(10)

其中U = {(u1, u2) ∈ R2|u2
1 + u2

2 6 1},考虑集合

D = {(x1, x2) ∈ R2|x1
2 + x2

2 6 1}.
为判别集合D在点(0, 1)T处是否满足生存性条件,
记

f(x) = (x1 + sin x2, x2)T,
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g(x) =

(
x1 x2

x1 −x2

)
, h(u)=u2

1+u2
1−1,

ϕ1(x)=x2
1+x2

2−1, x=(0, 1)T,

显然J(x) = {1}. 将以上代入不等式(6), 不难验证
该不等式有解, 故集合D关于系统(10)在x = (0, 1)
处满足生存性条件.

3 生生生存存存性性性设设设计计计(Viable design)
对于给定的集合和系统构造一个生存解,就是生

存性设计问题．例如, 文献[1,2]等在利用生存理论
进行稳定化设计中, 本质上就是对系统Lyapunov函
数上图这一集合关于一个辅助系统进行生存性设

计．生存设计的基本方法是对边界点确定满足条

件(2)的控制变量[1,2,6]．事实上,对于仿射非线性系
统,上一节的方法本身不仅讨论了式(2)是否成立,同
时在式(2)成立的情况下给出了相应控制变量的计
算方法,因此该方法也是生存性设计方法,可应用于
系统控制中的许多问题,例如可达性(可控性),稳定
性,微分对策等．
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