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摘要:在量测数据丢失下滤波方程和Riccati方程出现一些新的性质变化．探测概率小于1的不完全量测条件下,
利用正定矩阵性质和Lyapunov不等式,研究了离散系统修正Riccati差分方程(MRDE)与数据丢失位置之间的关系．
结果表明在一定条件下MRDE解与丢失数据位置满足单调递减的函数关系．由于统计意义下的理论MRDE模型求
解计算量随丢失/探测数量增加而呈指数型递增,本文最后给出了一组便于工程应用的期望状态误差协方差上下界
算法,算法复杂度为O(k2).
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Abstract: There are some changes of property in the filter equation and Riccati equation when missing measurements
occur．When the probability of detection is less than unity, by utilizing the properties of a positive-definite matrix and
the Lyapunov inequality, we investigate the relation between the modified Riccati difference equation(MRDE) and the
location of missing data in incomplete measurements for a discrete-time system．It is shown that under certain conditions
the MRDE is a monotonically decreasing function of the location of missing data．Because the computation load for a
theoretical MRDE statistically grows exponentially with respect to the number of possible miss/detection sequences, we
give the upper and lower bounds of the covariance for the state-error for practical applications. The calculation complexity
is O(k2).
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1 引引引言言言(Introduction)
在目标跟踪[1]等许多估计问题中,普遍存在量测

信息不完全的情形．量测中出现的野值与漏测点、

传输中出现的丢包和大于控制间隔的延迟、声纳网

探测中出现间隙量测[2]等现象都可归为不完全量测.
其中文献[3,4]研究了目标信息探测概率小于1的情
形,相应的估计问题被称为不完全量测的估计问题.
引起不完全量测的原因很多, 如被跟踪目标的强机
动能力、量测中的误操作、量测数据偶然丢失、传感

器(声纳、激光等)探测能力的有限性、网络传输中的
拥塞或者高噪音环境等.

在不完全量测条件下, 估计理论和计算方法都

将发生不同的变化,并导致估计精度的变化,一些指
标如Cramer-Rao下界(CRLB)[5,6]、Riccati方程[7]等均

会有所改变．最早的对不完全量测条件下的滤波

问题进行研究的学者,可以追溯到Nahi[8]和Robert[9],
他们主要研究了不完全量测下的离散线性系统

状态递归估计问题．Wang等[10]则研究了参数不确

定随机系统在量测丢失下方差约束控制问题．

研究修正Riccati方程较早的是文献[11], 在研究目
标跟踪问题中给出了一个MRDE．Ruxin等[12]采用

信息缩减因子(IRF)法, 即用信息阵乘上一个不大
于1的非负常数因子来表示不完全量测, 将其结果
推广到非高斯情形下, 并给出了MRDE的一般形

收稿日期: 2007−11−22;收修改稿日期: 2008−09−19.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60804019); 2004年度江苏省高校“青蓝工程”优秀青年骨干教师培养人选资金资助项目;淮海工

学院自然科学基金资助项目(Z2007021).



674 控 制 理 论 与 应 用 第 26卷

式．IRF法得到的是在平均意义下的指标, 而不是
理想的指标值．Farina[3]在研究不完全量测非线性

滤波CRLB时, 提出了一种统计意义下的穷举算法,
即列出所有可能的丢失/探测序列计算加权平均
值(数学期望), 给出了最优理想CRLB下界. 2004年,
M.Hernandez等[4]证明了IRF法的CRLB小于列举法
的CRLB, 即IRF法存在“过优”. Sinopoli等[2]给出

了一系列间隙量测下的Kalman滤波相关结果:讨论
了滤波收敛的临界探测率,给出了临界探测率的上
下界以及估计误差协方差的上下界．文献[13]则通
过算例将上述文献中的几种下界大小进行了比较,
指出MRDE是理想估计方差的上界, 而IRF法和修
正Lyapunov方程解均是估计方差的下界．以上成果
均为进一步深入研究不完全量测滤波问题奠定了良

好的基础．

IRF法是不考虑数据丢失位置的一种平均意
义下的求解方法, 文献[4]的仿真以及结论揭示出
MRDE与量测数据丢失位置具有强关联, 但没有具
体指出它们满足何种规律.如果能找到指标与数据
丢失位置之间的关系,可以利用这种关系寻找理想
指标适合工程应用的上下界; 还可以用在辨识、检
测等领域; 如通过将某些指标作为输入, 数据传送
状况作为状态建立动态模型, 利用指标的变化对
数据传输状态(如不良位置、故障发生时间、元件
稳定与否等)进行检测. 本文首先利用文献[3]中修
正Kalman滤波公式,在文献[4]基础上对线性定常系
统滤波问题中MRDE解与量测数据丢失位置的关系
进行了研究,指出了它们之间的变化关系;其次,针
对统计意义下计算理想MRDE计算量随时间呈指
数型增长而带来工程应用上的不便,文中给出了一
组MRDE上下界的简便计算方法．

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
2.1 不不不完完完全全全量量量测测测(Incomplete measurements)
离散线性系统:

xk+1 = Fkxk + wk, (1)

zk = dkHkxk + vk. (2)

其中: 噪音{wk}和{vk}是零均值高斯分布, 方差分
别为Q和R. 离散随机变量dk服从0–1分布, 它的取
值分别表示k时刻是否测量到目标数据,即

dk =

{
1, 测量到数据,

0, 未测量到数据.
(3)

设它的概率分布为

dk 1 0
p λ 1− λ

.

式(2)被称为不完全量测方程．在不完全量测下输
出噪音vk与dk满足

p(vk|dk) =

{
N(0, R), dk = 1,

N(0, σ2I), dk = 0.
(4)

这里: dk = 0,即没有探测到目标时,对应的σ取极限

形式: σ →∞.

现在要讨论的问题是: 在不完全量测下, 滤波
中MRDE解与数据丢失位置是否有关？如果有关,
它们满足什么关系？给定声纳探测概率λ,如何估计
理想MRDE解？

为了解决上述问题, 首先对探测/丢失序列进行
分析．

2.2 探探探测测测/丢丢丢失失失序序序列列列(Detection/missing sequences)
在k时刻, 所有可能探测/丢失序列共有2k个, 设

其中第l个序列为

Sk,l : d1,l, d2,l, · · · , dk,l. (5)

注意探测/丢失序列标号l取值与k有关, 即l(k) =
1, 2, · · · , 2k．在序列Sk,l中探测到目标的次数为

Πk,l =
k∑

i=1

di,l. (6)

相应地丢失数据的次数为Π̄k,l = k−
k∑

i=1

di,l,对一给

定常探测率λ,序列Sk,l发生的概率为

Pr{Sk,l} = λΠk,l(1− λ)Πk,l . (7)

2.3 修修修正正正Kalman滤滤滤波波波方方方程程程(Modified Kalman fil-
ter equations)
在不完全量测下, Kalman滤波公式将发生新的

变化,对于某一给定量测序列Sk+1,l,文献[3]给出了
修正Kalman滤波公式:

x̂k+1|k(Sk+1,l) = Fkx̂k|k, (8)

Pk+1|k(Sk+1,l) = FkPk|kF
′
k + Q, (9)

x̂k+1|k+1(Sk+1,l) =

x̂k+1|k+dk+1,lKk+1(zk+1−Hk+1x̂k+1|k), (10)

Pk+1|k+1(Sk+1,l) =

Pk+1|k − dk+1,lKk+1Hk+1Pk+1|k. (11)

其中Kalman增益为

Kk+1 = Pk+1|kH ′
k+1(Hk+1Pk+1|kH ′

k+1 + R)−1.

(12)

在Kalman滤波新形式下,本文来研究关于状态估计
误差协方差阵的Riccati方程的一些性质．
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3 MRED解解解与与与数数数据据据丢丢丢失失失位位位置置置的的的关关关系系系( Rela-
tionship between MRED solution and loca-
tion of missing measurements)
将式(11)代入式(9)容易写出修正Riccati差分

方程

Pk+1(Sk+1,l) =

FkPkF
′
k+Q−dk,lFkKkHkPkF

′
k =

Fk(I − dk,lKkHk)PkF
′
k + Q. (13)

这里记号作了省略,即Pk = Pk|k−1.

从式(13)可以看出, MRDE与丢失数据位置有关.
为了推演出这种关系,不加证明的给出2个关于基本
矩阵代数性质的引理．

引引引理理理 1 设方阵A,B, C, 如果A > B且|C| 6=
0,则

CTAC > CTBC.

引引引理理理 2 设可逆对称矩阵A和B,如果A > B >

0,则

B−1 > A−1.

将对线性定常系统中某个量测序列进行讨论,研
究某个数据丢失位置发生变化对MRDE解的影响.
由于着重考虑量测序列中数据丢失位置因素,本文
暂不考虑系统噪音,即假设Q = 0.

考虑线性定常系统

xk+1 = Fxk + wk, (14)

zk = dkHxk + vk. (15)

下面定理给出了状态估计误差协方差与数据丢失位

置之间的关系．

定定定理理理 1 线性定常系统(14)(15), 假设矩阵F可

逆、可稳; 不考虑系统误差. 设采样序列中只有一
次数据丢失, τ表示丢失数据的位置(τ = 1, 2, · · · );
则Pk(τ)是τ的单调递减函数. 其中: Pk(τ)是关于τ

的函数, 表示k时刻状态估计误差协方差. 这里:
τ < k.

证证证 由于Pk(τ)是τ的离散函数, 只需证明对任
意τ , 有Pk(τ + 1) 6 Pk(τ) 即可, 一般情况可递推
得出．为了方便, 不妨将τ取不同数值看作两个

探测序列: {SA
k }组和{SB

k }组; {SA
k }组: k时刻数据

丢失, 即dA
k = 0(τ = k), k + 1时刻探测到数据,

即dA
k+1 = 1. {SB

k }组: k时刻探测到数据,即dB
k = 1,

k + 1时刻探测到数据丢失,即dB
k+1 = 0(τ = k + 1);

两组序列其余探测信息完全相同．无妨设两组

在k − 1时刻协方差阵相同,即

Pk−1|k−1 = PA
k−1|k−1 = PB

k−1|k−1.

对{SA
k }组:

PA
k = FPk−1F

′, (16)

PA
k+1 =

FPA
k F ′ − FPA

k H ′(HPA
k H ′ + R)−1HPA

k F ′ =

F [(PA
k )−1 + H ′R−1H]−1F ′. (17)

对{SB
k }组:

PB
k =

FPk−1F
′−FPk−1H

′(HPk−1H
′+R)−1HPk−1F

′ =

F (P−1
k−1 + H ′R−1H)−1F ′, (18)

PB
k+1 = FPB

k F ′. (19)

由矩阵逆的性质,知

Pk−1H
′(HPk−1H

′ + R)−1HPk−1 =

Pk−1 − (P−1
k−1 + H ′R−1H)−1, (20)

以及

Pk−1F
′H ′(HFPk−1F

′H ′ + R)−1HFPk−1 =

Pk−1 − (P−1
k−1 + F ′H ′R−1HF )−1. (21)

因系统矩阵 F 可稳, 据 Lyapunov 稳定性理论, 有
H ′R−1H > F ′H ′R−1HF . 由引理2,可得

(P−1
k−1 + F ′H ′R−1HF )−1 > (P−1

k−1 + H ′R−1H)−1.

(22)

将式(20)(21)代入式(22)得

Pk−1H
′(HPk−1H

′ + R)−1HPk−1 >

Pk−1F
′H ′(HFP−1

k−1F
′H ′ + R)−1HFP−1

k−1.

(23)

依据引理1,由式(23)可得

H ′(HPk−1H
′ + R)−1H >

F ′H ′(HFP−1
k−1F

′H ′ + R)−1HF. (24)

将式(16)和式(18)相减,并利用引理1可得

PA
k − PB

k =

FPk−1H
′(HPk−1H

′ + R)−1HPk−1F
′ > 0.

(25)

式(17)和(19)相减得

PA
k+1 − PB

k+1 =

FFPk−1H
′(HPk−1H

′ + R)−1HPk−1F
′F ′ −

FFPk−1F
′H ′(HFPk−1F

′H ′ + R)−1HFPk−1F
′F ′.

(26)
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由引理1和式(24)易知

PA
k+1 > PB

k+1.

由序列{SA
k }和{SB

k }定义,即有

Pk(τ + 1) 6 Pk(τ), ∀ τ.

所以Pk(τ)是τ的单调递减函数.

证毕．

注注注 1 从定理1及证明可以看出, 若某个量测序列

中某个量测数据被去掉(丢失), 则MRDE解同比将变大;

定理1含义也可以理解为量测数据丢失越早, 一般来

说MRDE解同比越大．

由定理1及其证明可知定理1也可重述为如下结
论．

定定定理理理 2 线性定常系统(14)(15), 假设矩阵F可

逆、可稳;不考虑系统误差．i < j 6 k,在量测数据
数量(采样时间)相同的两组量测序列中, 如果{SA

k }
组量测序列第i时刻数据丢失(dA

i = 0),第j时刻量测

到数据(dA
j = 1),而{SB

k }组量测序列第i时刻测量到

数据(dB
i = 1),第j时刻数据丢失(dB

j = 0),两组其他
量测数据信息相同,则PA

k > PB
k .

将定理2关于单个丢失数据结论推广到多个丢失
数据情形可得推论1.

推推推论论论 1 线性定常系统(14)(15), 假设矩阵F可

逆、可稳; 不考虑系统误差．若k个采样组成的量

测序列{SB
k }中包含m个丢失数据;丢失位置最小值

为τ1,丢失位置最大值为τ2.

1) 若将m个丢失位置置换到前面位置τ1, τ1 +
1, · · · , τ1 + m− 1, (τ1 + m− 1 6 k),其他数据信息
不变,形成新量测序列{SA

k },则有PA
k > PB

k .

2) 若将m个丢失位置置换到后面位置τ2 −m +
1, · · · , τ2 − 1, τ2, (τ2 −m > 0),其他数据信息不变,
形成新量测序列{SC

k },则有PC
k 6 PB

k .

证证证 利用定理1及证明方法, 从第τ1位置开始递

推到第τ1 + m − 1位置比较PA
k 和PB

k 大小, 即可证
明1)．同理可证2).

证毕．

利用推论1可以估计理想MRDE值的取值范围,
或者用来确定指标上下界．

4 MRDE估估估计计计问问问题题题(Estimation problem of
MRDE)

4.1 MRDE的的的统统统计计计计计计算算算法法法(Statistic algorithm of
MRDE)
对式(13)取期望可得所谓信息缩减因子(IRF)的

MRDE[3]

Pk+1 = FkPkF
′
k −

λFkPkH
′
k(HkPkH

′
k + R)−1HkPkF

′
k. (27)

从定理1可知同样数目不同丢失位置的丢失数据
对协方差阵的影响也不同, 式(27)不是理想协方差
阵,因为没有考虑丢失数据的位置;为了得到理想协
方差阵解, 文献[3]采取统计方法对探测序列Sk,l取

数学期望得到统计意义下的Cramer-Rao下界, 这里
我们用同样的方法写出统计意义下的MRDE计算公
式．由于

E[Pk(Sk,l)] =
2k∑
l=1

Pk(Sk,l) · Pr{Pk(Sk,l)}. (28)

记Pk(ENUM) ∆= E[Pk(Sk,l)], 注意到概率满足
Pr{Pk(Sk,l)} = Pr(Sk,l),式(28)即为

Pk(ENUM) =
2k∑
l=1

Pk(Sk,l) · Pr(Sk,l). (29)

这样式(7)和(29)组成了不完全量测下的理论协方差
计算公式．

公式(29)实际上是将所有可能的量测/丢失序列
进行加权平均,所以它是真实精确的MRDE．

4.2 MRDE上上上下下下界界界的的的估估估计计计(Estimation of upper and
lower bounds for MRDE)
公式(29)的计算量随时间呈指数增长; 一般来

说, 在大多数实际工程问题中要得到理想MRDE是
非常困难的, Sinopoli等[2]给出了在一定条件下的均

方误差协方差上下界一个计算方法, 公式需要计
算Lyapunov 方程和变形Riccati方程, 给实际工程应
用带来了困难．

这里我们利用前面CRLB与丢失数据位置关系
结果, 给出理想MRDE的1组上下界简便计算方法,
计算量非常小．

定定定理理理 3 离散系统(14)(15)中矩阵F可逆、可稳;
不考虑系统噪音;探测率λ为常数,采样时刻k. 记

δ
(i)
k,j =

{
0, i > j,

1, i < j,
i, j = 1, 2, · · · , k,

δ̃
(i)
k,j =

{
1, i + j 6 k,

0, i + j > k,
i, j = 1, 2, · · · , k.

构造两组量测/丢失序列

S
(i)
k : {δ(i)

k,j}k
j=1, i = 0, 1, 2, · · · , k,

S̃
(i)
k : {δ̃(i)

k,j}k
j=1, i = 0, 1, 2, · · · , k.

每组各包含k + 1个量测/丢失序列．则
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k∑
r=0

(
k

r

)
(1− λ)rλk−rPk{S(r)

k } > Pk(ENUM) >

k∑
r=0

(
k

r

)
(1− λ)rλk−rPk{S̃(r)

k }. (30)

证证证 在采样k时刻含有r个丢失数据的量测/丢

失序列共有

(
k

r

)
个, 将它们依次编号, 编号集记

为Ωr = {1, 2, · · · ,

(
k

r

)
};第l个序列记为S

(r)
k,l ,每个

序列的概率都是一样, 即Pr(S(r)
k,l ) = (1 − λ)rλk−r,

由式(29)可写出列举法MRDE为

Pk(ENUM) =
k∑

r=0

∑
l∈Ωr

P (S(r)
k,l ) Pr(S(r)

k,l ). (31)

依据推论1,有

Pk(S
(r)
k ) > Pk(S

(r)
k,l ) > Pk(S̃

(r)
k ). (32)

由式(31)(32)经简单数学运算可得式(30).

证毕．

注注注 2 理想统计意义下MRDE计算复杂度为O(2k),

定理3给出的上下界估计公式(30)计算量为O(k2), 计算复

杂度大为减少, 由于探测率λ À 0.5(典型雷达λ > 0.9), 随

着采样时间k的增加,上下界估计精度将变高,实际工程中

可用在对估计误差协方差等进行预估方面的应用．

5 结结结论论论(Conclusion)
作为二次最优意义下滤波评价指标CRLB的计

算[14]一直是一个困难的问题, 在一定条件下不完
全量测CRLB的上界是MRDE解;本文给出了线性定
常系统理想MRDE与信息丢失位置之间的关系, 从
本质上对基于平均意义下MRDE的IRF法一般不是
理想MRDE值给出了理论解释; 基于理想MRDE与
信息丢失位置之间的关系, 给出了一组计算量非
常小MRDE上下界估计公式, 可在工程中对估计量
进行预估应用．利用理想MRDE与信息丢失位置
之间的关系寻找计算量合适精度更高近似计算方

法是进一步研究的问题; 而在一般动力系统中研
究MRDE与信息丢失位置之间内在关系及其在满意
控制中应用[15]也是一个有趣的问题．
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