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摘要:针对一类不确定线性广义时滞系统,给出了静态输出反馈控制器的设计方法. 首先基于标称广义时滞系统
的稳定条件,以受限线性矩阵不等式形式,给出闭环广义时滞系统正则、无脉冲且渐近稳定的充分条件,同时利用
受限矩阵不等式的可行解给出静态输出反馈控制律的一个参数化表示；其次,利用矩阵的正交补,把求受限线性矩
阵不等式的可行解问题转化为求严格线性矩阵不等式(LMIs)的可行解；最后应用数值实例说明了所给方法的有效
性和正确性.
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Delay-dependent static output feedback control for singular systems
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Abstract: The static output feedback stabilization is investigated for a class of uncertain linear singular time-delay
systems. Firstly, based on the stability criterion for the nominal singular time-delay system, we establish a sufficient
condition, in terms of linear matrix inequality with linear matrix equality constraint, for the closed-loop system to be regular,
impulse free and robustly asymptotically stable. A parameterized representation of the static output feedback control law
is given by the feasible solution of the linear matrix inequality with linear matrix equality constraint. By using the matrix
orthogonal complement, the linear matrix inequality with linear matrix equality constraints is reformulated into strict linear
matrix equalities(LMIs) without any constraints. Finally, a numerical example is presented to show the effectiveness of the
proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 人们对广义系统的鲁棒稳定及鲁棒镇

定问题进行了比较深入的研究,取得了一些研究成
果[1∼3]. 但是大部分研究成果都是基于系统的状态
变量设计控制器使闭环控制系统鲁棒稳定, 本文利
用文献[4]给出的广义时滞系统的稳定条件,设计鲁
棒静态输出反馈控制器.

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下不确定广义时滞系统:




Eẋ=(A+∆A)x(t)+(Ad + ∆Ad)x(t− d)+

(B + ∆B)u(t),

y(t) = Cx(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−d, 0].

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量; u(t) ∈ Rm为控制

输入向量; y(t) ∈ Rm为控制输出向量; d > 0为
系统未知状态时滞; ϕ(t)为状态x(t)在[−d 0]上的
初始向量; E, A,Ad, B和C为适当维数的常数矩阵,
其中E可能是奇异的, 假设rank E = r 6 n; ∆A,
∆Ad和∆B为系统的不确定参数,且具有以下形式:

[∆A ∆Ad ∆B] = HF (t)[Na Nd Nb]. (2)

其中: H, Na, Nd, Nb为已知定常矩阵, F (t)为适当
维数的未知矩阵,且满足

FT(t)F (t) 6 I. (3)

构造静态输出反馈控制器u(t) = Ky(t),则所得
的闭环控制系统为

Eẋ(t) = (Ā + ∆Ā)x(t)+(Ad+∆Ad)x(t−d). (4)

收稿日期: 2007−05−25;收修改稿日期: 2008−09−18.



第 10期 王翠红等: 广义系统的时滞依赖静态输出反馈控制 1173

其中: Ā = A + BKC, ∆Ā = ∆A + ∆BKC.
本文的目的是构造静态输出反馈控制器,使得闭

环控制系统(4)对于任意满足0 6 d 6 d∗的定常时
滞d, 以及所有满足(2)和(3)的参数不确定性都是正
则、无脉冲且渐近稳定的. 其中, d∗ > 0为给定标量.
下面给出本文所需的一些引理和假设:

假假假设设设 1 C为行满秩矩阵.

引引引理理理 1[5] 给定对称矩阵Ξ和矩阵Ψ, Φ,不等式

Ξ + ΨF (t)Φ + ΦTFT(t)ΨT < 0

对任意的满足FT(t)F (t) 6 I的F (t)都成立,当且仅
当存在一个标量ε > 0使得

Ξ + εΨΨT + ε−1ΦTΦ < 0.

引引引理理理 2[6,7] 假定D ∈ Rn×q和G ∈ Rn×q为满

秩矩阵, 则存在正定矩阵P ∈ Rn使得PD = G, 当
且仅当DTG = GTD > 0, 且可进一步求得P =
G(DTG)−1GT+D⊥T

XD⊥.其中X ∈ R(n−q)×(n−q)

为任意正定矩阵.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
定定定理理理 1 给定d∗ > 0, δ1和δ2, 如果存在对称正

定矩阵P1, Q1, Z1,矩阵T, S1, X1, X2, X3, Y1, Y2, N ,
非奇异矩阵M和标量ε1 > 0, ε2 > 0满足



Ω11 Ω12 Ω13 Ω14 δ1T
TNT

d

∗ Ω22 Ω23 Ω24 δ2T
TNT

d

∗ ∗ Ω33 0 0
∗ ∗ ∗ −ε1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




< 0, (5a)




X1 X2 Y1

∗ X3 Y2

∗ ∗ Z1


 > 0, (5b)

MC = CT, (5c)

则构造如下的输出反馈控制律:

u(t) = Ky(t) = NM−1y(t), (6)

使得闭环广义时滞系统(4)对于任意满足0 6 d 6 d∗

的定常时滞d都是正则、无脉冲且渐近稳定. 其
中R1 ∈ Rn×(n−r) 为任意满足ER1 = 0的列满秩
矩阵,

Ω11 = δ1(AT + BNC) + δ1(AT + BNC)T +

Y1E
T + EY T

1 + d∗X1 + Q + ε1HHT,

Ω22 =−δ2(T + TT) + d∗X3 + d∗Z1,

Ω12 = EP1 + S1R
T
1 − δ1T

T +

δ2(AT + BNC) + EY T
2 + d∗X2,

Ω13 =−Y1E
T + δ1T

TAT
d ,

Ω23 =−Y2E
T + δ2T

TAT
d ,

Ω33 =−Q1 + ε2HHT,

Ω14 = δ1(NaT + NbNC)T,

Ω24 = δ2(NaT + NbNC)T.

证证证 首先考虑标称广义时滞系统

Eẋ(t) = (A + BKC)x(t) + Adx(t− d). (7)

定义z(t) = Eẋ(t),线性广义时滞系统(7)可写成
如下等价形式:

Ẽ ˙̃x(t) = Ãx̃ + Ãdx̃(t− d). (8)

其中:

x̃(t) = [ ẋ(t) ż(t)]T, Ẽ =

[
E 0
0 0

]
,

Ã =

[
0 I

Ā −I

]
, Ãd =

[
0 0

Ad 0

]
.

线性广义时滞系统(8)对于任意满足0 6 d 6
d∗的定常时滞d都是正则、无脉冲且渐近稳定, 如
果存在对称正定矩阵P, Q, Z和矩阵S,X, Y满足文

献[4]中的线性矩阵不等式(7),其中E替换成Ẽ, A替

换成Ã, Ad替换成Ãd. 为了进一步简化所得结论,可
以取

P = diag{P1, εI}, R = diag{R1, P3},
Q = diag{Q1, εI}, Z = diag{Z1, εI},

S =

[
S1 S2

0 I

]
, X =

[
X1 X2

∗ X3

]
, Y =

[
Y1 0
Y2 0

]
,

引入矩阵P2 = P3S
T
2 ,并令ε → 0+ ,得式(5b)和如下

线性矩阵不等式:


Π11 Π12 − Y1E + PT
2 Ad

∗ Π22 − Y2E + PT
3 Ad

∗ ∗ −Q1


 < 0. (9)

其中:

Π11 = PT
2 (AT + BKC) + (AT + BKC)TP2 +

Y1E
T + EY T

1 + d∗X1 + Q,

Π12 = ETP1 + S1R
T
1 − (AT + BKC)TP3 +

ETY T
2 + d∗X2,

Π22 =−P3 − PT
3 + d∗X3 + d∗Z1.

考虑线性广义时滞系统

ETξ̇(t)=(A + BKC)Tξ(t)+AT
d ξ(t−d), (10)

其中: ξ(t)为状态向量, 其他变量与式(1)中相同. 由
文献[4]可知, 如果仅考虑系统的正则性、无脉冲
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性和稳定性, 可以认为系统(7)和(10)是等价的. 把
式(9)中的E, A + BKC, Ad分别替换成ET, ((A +
∆A) + (B + ∆B)KC)T, (Ad + ∆Ad)T, 引入矩
阵P2 = δ1T , P3 = δ2T, MC = CT和K = NM−1,
并利用引理1,可得式(5). 证毕.

下面给出鲁棒静态输出反馈控制器的设计算法:

定定定理理理 2 如果存在对称正定矩阵P1, Q1, Z1,

U, V , 矩阵S1, X1, X2, X3, Y1, Y2, N , 标量ε1 >

0, ε2 > 0满足式(5b)和如下线性矩阵不等式:



Ξ11 Ξ12 Ξ13 Ξ14 Ξ15

∗ Ξ22 Ξ23 Ξ24 Ξ25

∗ ∗ Ξ33 0 0
∗ ∗ ∗ −ε1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −ε2I




< 0, (11)

则式(5a)和(5c)存在可行解. 其中:

C0 = CT(CCT)−1,

Ξ11 = δ1(AC0V
TCT

0 + C0V CT
0 AT + AΥT +

ΥAT + BNC + CTNTBT) + Q1 +

Y1E + EY T + d∗X1 + ε1HHT,

Ξ12 = (−δ1I + δ2A)(C0V CT
0 + ΥT) +

BNC + EY T
2 + d∗X2 + EP + S1R

T
1 ,

Ξ22 = −2δ2(C0V
TCT

0 + ΥT) + d∗X3 + d∗Z1,

Ξ13 = −Y1E
T + δ1(C0V CT

0 AT
d + ΥAT

d ),

Ξ23 = −Y2E
T + δ2(C0V CT

0 AT
d + ΥAT

d ),

Ξ14 = δ1(C0V CT
0 NT

a + ΥNT
a + (NbNC)T),

Ξ24 = δ2(C0V CT
0 NT

a + ΥNT
a + (NbNC)T),

Ξ15 = δ1(C0V CT
0 NT

d + ΥNT
d ),

Ξ25 = δ2(C0V CT
0 NT

d + ΥNT
d ),

且静态输出反馈控制律可设计为 u(t) =
−NCCTV −1y(t).

证证证 对称正定矩阵 P1, Q1, Z1, U, V , 矩阵 S1,

X1, X2, X3, Y1, Y2, N ,标量ε1 >0, ε2 >0满足式(11),
令M = V (CCT)−1 ,则有

C0V CT
0 = C0MC, (12)

CCTMT = MCCT > 0. (13)

由引理2和式(13), 可知MC = CT有正定解且可表

示为

T = (C0MC)T + Υ. (14)

其中: Υ =CT⊥T
UCT⊥, U > 0. 把式(12)(14)代入式

(11)可得式(5a), 因此式(5a)存在可行解且可行解满
足式(5c). 证毕.

4 数数数值值值实实实例例例(Numerical example)
考虑不确定广义时滞系统(1),其参数如下:

E =
[
1 0
0 0

]
, A =

[
1 1

−1 − 2

]
, B =

[
2
1

]
,

Ad =
[
0.1 0
0.2 0.1

]
, Nd =




0 0
0 0
1 1


 , Nb =




0
1
0


 ,

Na =




1 1
0 0
0 0


 , H =




0.1 0
0 0.1
0.1 0




T

, C =
[
1 1

]
.

取δ1 = 2, δ2 = 2, d = 5, R = [0 1]T,求解线性矩
阵不等式(11)可得一个合适的静态输出反馈控制律
为u(t) = −0.5479y(t).

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类,设计了不确定线性广义时滞系统

静态输出反馈控制器, 使闭环控制系统正则、无脉
冲且渐近稳定. 并利用矩阵的正交补,把求受限线性
矩阵不等式可行解问题转化为求严格线性矩阵不等

式的可行解. 最后利用仿真实例说明该设计方法的
正确性和有效性.
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