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摘要:针对一类不确定关联时滞奇异大系统,利用Lyapunov稳定性理论与时滞积分矩阵不等式相结合的方法,研
究其时滞相关分散鲁棒镇定问题,目的是设计一无记忆状态反馈分散控制器,使闭环系统鲁棒稳定. 用矩阵不等式
方法,给出了该类系统时滞相关分散鲁棒镇定的充分条件.所得结果与系统时滞的大小有关,并以矩阵不等式的形
式给出.最后用数值算例说明了所给方法的可行性和有效性.
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Delay-dependent decentralized robust stabilization for interconnected
singular large-scale system with uncertainties
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Abstract: The delay-dependent decentralized robust stabilization problem for an interconnected singular large-scale
system with uncertainties is investigated by using Lyapunov stability theory and the delay-integral matrix inequality method.
The purpose is to design a memoryless state feedback decentralized controller such that the whole closed-loop system is
robust asymptotically stable. Sufficient conditions for the delay-dependent decentralized robust stabilization are obtained
in terms of a set of matrix inequalities. The results depend on the size of the delays and are given in terms of matrix
inequalities. A numerical example is provided to illustrate the effectiveness and the availability for the design.
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1 引引引言言言(Introduction)
奇异系统比正则系统能更精确地描述实际动态

系统, 而时滞客观存在于各种实际系统中, 且常常
是导致系统不稳定甚至性能恶化的重要原因之一,
因而对时滞奇异系统的研究引起了人们的关注, 并
得到了有关时滞无关和时滞相关稳定及稳定化的

一些结论[1∼4]. 随着实际生产过程中系统复杂性的
增加, 集中控制方法表现出了很大的局限性, 而分
散控制以其实现的可靠性、实时性、经济性等优点

而成为大系统理论中一个十分重要的分支, 因此
人们对时滞关联大系统分散控制也倾注了极大的

热情, 取得了许多有意义的研究结果[5,6]. 但对时
滞奇异关联大系统的时滞相关分散鲁棒镇定问题

却很少研究,文[7]用线性矩阵不等式方法给出了一
类关联时滞广义大系统的稳定性与分散镇定的充

分条件, 但该文所获得的结论与时滞大小无关, 且
没有考虑系统存在不确性问题;文[8]用Lyapunov稳
定性理论与LMI相结合的方法, 给出了一类奇异关
联大系统时滞相关分散鲁棒镇定的充分条件, 但
该文研究的系统中关联项不存在时滞和不确定性,
且文中多次用到不等式2 |xTy| 6 xTSx + yTS−1y.
关联系统中关联项常常存在时滞和不确定, 且实
际工程系统中时滞往往是有界的, 因此研究不确
定关联奇异大系统时滞相关分散鲁棒镇定问题

具有十分重要的意义, 而目前有关这方面的研究
还鲜见报道. 本文的主要创新点在于给出了一个
适应于奇异系统的时滞积分矩阵不等式, 该不等
式不需要对交叉项xTy直接进行界定, 因此比不等
式2 |xTy| 6 xTSx + yTS−1y具有更少的保守性. 文
章应用该时滞积分矩阵不等式来研究具有关联时滞

收稿日期: 2008−02−25;收修改稿日期: 2008−12−29.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60634020);博士点基金资助项目(20070533132; 20050533028);新世纪优秀人才支持计划资助项目

(NCET–07–0867);湖南省科研创新基金资助项目(1343–74236000011)”.



1304 控 制 理 论 与 应 用 第 26卷

的不确定关联奇异大系统的分散鲁棒镇定问题,得
到其时滞相关分散鲁棒镇定的充分条件.文中所得
结论均以矩阵不等式方式给出,容易求解. 仿真结果
表明了文中方法的可行性和有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑由N个相互关联的子系统构成的时滞关联

奇异大系统,其子系统可描述为



Eiẋi(t) =

(Ai + ∆Ai)xi(t) + (Bi + ∆Bi)ui(t)+
N∑

j=1

(Aij + ∆Aij)xj(t− τij),

xi(t) = ϕi(t), t ∈ [−τ, 0], τ = max
i,j
{τij}.

(1)

其中: xi(t) ∈ Rni , ui(t) ∈ Rmi分别为第i个子系统

的状态向量和控制输入向量, Ei, Ai, Aij , Bi均为维

数相容的常数矩阵, Aij为第j个子系统与第i个子系

统的关联矩阵, 矩阵Ei满足rank(Ei) = qi < ni,
τij > 0是系统的关联项滞后时间, ϕi(t)是定义
在t ∈ [−τ, 0]上的实值连续的初始函数, ∆Ai,
∆Bi,∆Aij为时变结构不确定性矩阵并满足

[∆Ai ∆Bi ∆Aij ] = SiFi(t)[Di Gi Dij ]. (2)

这里Fi(t)为具有适当维数的Lesbesgue可测的时变
未知矩阵,且FT

i (t)Fi(t) 6 Ii, Ii表示适当维数的单

位矩阵, Si, Di, Gi, Dij为具有合适维数的常数矩阵.

本文的主要目的是为系统(1)设计一个分散状态
反馈控制器使其相应的闭环系统正则、无脉冲、时

滞相关分散鲁棒稳定. 为研究该问题,首先给出如下
定义和引理.

定定定义义义 1[1] 对任意给定矩阵E ∈ Rn×n, A ∈
Rn×n: 1) 若存在常数s0 ∈ C满足det(s0E −A) 6=
0, 则 称 矩 阵 束(sE −A)是 正 则 的; 2) 若 满

足rank

[
E 0
A E

]
= n + rank(E), 则称系统Eẋ(t) =

Ax(t)无脉冲.

引引引理理理 1[1] 若 (E, A) 正则、无脉冲, 则系统
Eẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− τ)存在唯一的无脉冲
解.

引引引理理理 2[9] 若存在矩阵P ,满足EPT = PET >
0和PTA + ATP < 0,则(E, A)正则、无脉冲.

引引引理理理 3[10] 对于任意适当维数的向量a, b, 对
称矩阵 U,W,R, 任意矩阵 V, M, L, 若对称矩阵


U V MT

V T W LT

M L R


 > 0,则有

−2aT(M L)Tb6
(

a

b

)T



U V 0
V T W 0
0 0 R




(
a

b

)
.

(3)

引引引理理理 4 y(t)为Rn上具有连续1阶导数的向量
值函数, 对于对称矩阵U,W,R, 任意矩阵V, M, L,

奇异矩阵E,若对称矩阵




U V MT

V T W LT

M L R


 > 0,则有

任意常数h > 0满足如下不等式:

−
w t

t−h
ẏT(s)ETREẏ(s)ds 6

(
y(t)

y(t− h)

)T

Θ

(
y(t)

y(t− h)

)
. (4)

其中

Θ =[
ET(M+MT+hU)E ET(L−MT+hV )E
ET(LT−M+hV T)E ET(−LT−L+hW )E

]
.

证证证 由

Y = E[y(t)− y(t− h)−
w t

t−h
ẏ(s)ds] = 0

可知对任意矩阵M, L有

2[yT(t)ETMT + yT(t− h)ETLT]Y = 0. (5)

由引理3经过一定的数学推导可得式(4)成立.

证毕.

引引引理理理 5[11] 给定具有合适维数的矩阵Q =
QT,H, T和R = RT > 0, 对 于 所 有 满 足
FT(t)F (t) 6 R的F (t),当且仅当存在ε > 0使得

Q + εHHT + ε−1TTRT < 0

成立时,有

Q + HF (t)T + TTFT(t)HT < 0.

注注注 1 ∗表示由对称矩阵的对称性所决定的部分, 例

如

"
A B

∗ C

#
=

"
A B

BT C

#
.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先通过构造合适的Lyapunov-Krasovskii函数,

利用Lyapunov稳定性理论及引理4研究系统(6):

Eiẋi(t) = Aixi(t) +
N∑

j=1

Aijxj(t− τij) (6)

的时滞相关稳定问题.

定定定理理理 1 任意给定标量τ > 0,若存在对称正定
矩阵Qij , Qji, Rji, Uji, Wji及矩阵Pi, Mji, Lji, Vji,
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j = 1, 2, · · · , N满足

PT
i Ei = ET

i Pi > 0, (7)


Uji Vji MT
ji

V T
ji Wji LT

ji

Mji Lji Rji


 > 0, (8)




Σ11 Σ12 Σ13

∑
14

∗ Σ22 0 0
∗ ∗ Σ33 Σ34

∗ ∗ ∗ Σ44


 < 0 (9)

时, 则奇异关联大系统(6)正则、无脉冲且时滞相关
稳定. 其中:

Σ11 =




Ξi 0

∗
N∑

j=1

Υij


 , Σ12 =

[
ET

i Π1i · · · ET
i ΠNi

0 · · · 0

]
,

Σ13 =

[
Ψi1 · · · ΨNi

0 · · · 0

]
, Σ14 =

[
τAT

i · · · τAT
i

0 · · · 0

]
,

Σ22 = diag {Ωi1, · · · , ΩiN} , Ψij = PT
i Aij,

Σ33 = diag {−Qi1, · · · ,−QiN} ,

Σ44 = diag
{−τR−1

1i , · · · ,−τR−1
Ni

}
,

Σ34 =




τAT
i1 · · · τAT

i1

...
...

τAT
iN · · · τAT

iN


 ,

Ξi = AT
i Pi + PT

i Ai + (
N∑

j=1

Qij),

Πji =Lji−MT
ji+τVji, Ωji =−Lji−LT

ji+τWji,

Υji = Mji + MT
ji + τUji, j = 1, · · · , N.

证证证 假设存在矩阵Qij , Qji, Rji, Uji, Wji, Pi,
Mji, Lji, Vji满足式(7)∼(9),则由式(9)可知

Ξi = AT
i Pi + PT

i Ai + (
N∑

j=1

Qij) < 0,

而Qij > 0,因此有式(10)成立:

AT
i Pi + PT

i Ai < 0. (10)

结合式(7)和式(10), 由引理1和引理2可知(Ei, Ai)正
则、无脉冲.

由于(Ei, Ai)正则、无脉冲, 所以存在非奇异矩
阵Mi和Ni使得

MiEiNi =

[
I 0
0 0

]
, MiAiNi =

[
A1i A2i

A3i A4i

]
,

M−T
i PiNi =

[
P1i P2i

P3i P4i

]
.

由式(7)可知P2i = 0. 在式(10)两边分别左乘
NT

i 和右乘Ni可得AT
4iP4i + PT

4iA4i < 0, 即A4i非奇

异,因此系统(6)正则、无脉冲.

由于系统(6)正则、无脉冲, 因此存在非奇异矩
阵M̄i和N̄i使得

M̄iEiN̄i =

[
I 0
0 0

]
, M̄iAiN̄i =

[
Āi 0
0 I

]
.

定义矩阵:

P̄i = M̄−T
i PiN̄i =

[
P̄1i P̄2i

P̄3i P̄4i

]
,

M̄iAijN̄i =

[
Ā1ij Ā2ij

Ā3ij Ā4ij

]
,

N̄T
i QijN̄i =

[
Q̄1ij Q̄2ij

Q̄3ij Q̄4ij

]
,

则系统(6)可等价为



ξ̇1i (t) = Āiξ1i (t) +
N∑

j=1

Ā1ijξ1j (t− τij)+

N∑
j=1

Ā2ijξ2j(t− τij),

0 = ξ2i (t) +
N∑

j=1

Ā3ijξ1j (t− τij)+

N∑
j=1

Ā4ijξ2j(t− τij).

由式(9)可知 [
Σ11 Σ13

∗ Σ33

]
< 0. (11)

将Σ11, Σ13和Σ33代入上式,在P̄2i = 0的条件下,
经过一定的数学推导可得

(
N∑

j=1

ĀT
4ij)(

N∑
j=1

Q̄4ij)(
N∑

j=1

Ā4ij)−
N∑

j=1

Q̄4ij < 0.

(12)

由于Q̄4ij正定,因此由式(12)可知

ρ(
N∑

j=1

Ā4ij) < 1, (13)

其中ρ(
N∑

j=1

Ā4ij)为矩阵
N∑

j=1

Ā4ij的谱半径.

选择如下Lyapunov-Krasovskii泛涵:

V (x(t)) = V1(x(t)) + V2(x(t)) + V3(x(t)),

其中:

V1(x(t)) =
N∑

i=1

xT
i (t)ET

i Pixi(t),
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V2(x(t)) =
N∑

i=1

{
N∑

j=1

[
w t

t−τij

xT
j (s)Qijxj(s)ds]},

V3(x(t)) =
N∑

i=1

{
N∑

j=1

[
w 0

−τij

w t

t+β
ẋT

j (s)ET
j RijEjẋj(s)dsdβ]}.

这里Pi, Qij, Rij均为对称正定矩阵. V (x(t)) 沿系
统(6)的导数为

V̇ (x(t)) 6
N∑

i=1

ξT
i (t)Γiξi(t). (14)

其中:

ξξξT
i (t) = [xxxT

i (t) xxxT
i (t)ET

i ηηηT
1 (t) ηηηT

2 (t)],

ηηηT
1 (t) = [xxxT

i (t− τ1i)ET
i · · · xxxT(t− τNi)ET

i ],

ηηηT
2 (t) = [xxxT

1 (t− τi1) · · · xxx−NT(t− τiN)],

ΓΓΓ i =




ΓΓΓ 11i ΓΓΓ 12i ΓΓΓ 13i

∗ ΓΓΓ 22i 0
∗ ∗ ΓΓΓ 33i


 , ΓΓΓ 11i =




Θ̄i 0

0
N∑

j=1

Yji


 ,

ΓΓΓ 12i =

[
ET

i ΠΠΠ1i · · · ET
i ΠΠΠNi

0 · · · 0

]
,

ΓΓΓ 13i =

[
Λi1 · · · ΛiN

0 · · · 0

]
,

ΓΓΓ 22i = diag{Ω1i, · · · , ΩNi},
ΓΓΓ 33i =

−Qi1+τAT

i1ΥAi1 · · · τAT
i1ΥAiN

∗ ...
...

∗ ∗ −QiN +τAT
iNΥAiN


 ,

Θ̄i = AT
i Pi + PT

i Ai + (
N∑

j=1

Qji) + AT
i ΥAi,

Υ =
N∑

j=1

τRji, Λij = PT
i Aij + τAT

i ΥAij,

且Yji, Πji, Ωji同定理1, j = 1, 2, · · · , N .

由式(14)可知V̇ (x(t)) < 0,即Γi < 0,由Schur补
可知与式(9)等价. 容易证明‖ ξi(t) ‖有界且一致连
续,由Barbalat结论[12]可知 lim

t→∞
ξ1i(t) = 0,即慢子系

统稳定. 同理由式(16)可知 lim
t→∞

ξ2i(t) = 0,即快子系

统稳定. 综上可知系统(6)稳定. 证毕.

下面研究奇异关联系统(1)在∆Ai = ∆Bi =
∆Aij = 0条件下时滞相关分散镇定问题, 即为系
统(1)设计分散状态反馈控制器:

ui (t) = Kixi (t) , i = 1, 2, · · · , N (15)

使闭环系统





Eiẋi(t)=(Ai+BiKi)xi(t)+
N∑

j=1

Aijxj(t−τij),

xi(t) = ϕi(t), t ∈ [−τ, 0], τ = max
i,j
{τij}

(16)

正则、无脉冲、时滞相关渐近稳定.

定定定理理理 2 给定标量τ > 0,若存在正定矩阵Q̄ij ,
Q̄ji, Ūji, W̄ji, Sji和矩阵Xi, Yi, V̄ji, L̄ji满足

EiXi = XT
i ET

i > 0, (17)


Ūji V̄ji M̄T
ji

V̄ T
ji W̄ji L̄T

ji

M̄ji L̄ji XT
i S−1

ji Xi


 > 0, (18)

Φi =




Σ̄11 Σ̄12 Σ̄13 Σ̄14

∗ Σ̄22 0 0
∗ ∗ Σ̄33 Σ̄34

∗ ∗ ∗ Σ̄44


 < 0 (19)

时, 奇异关联大系统(1)正则、无脉冲, 并可以通
过状态反馈控制器(15)时滞相关分散镇定, 且若
式(17)∼(19)存在可行解, 那么分散状态反馈控制
器参数由式(20)决定:

Ki = YiX
−1
i , i = 1, 2, · · · , N. (20)

其中:

Σ̄11 =

[
Ξ̄i 0
∗ ΣN

j=1Ῡij

]
,

Σ̄12 =

[
ET

i Π̄1i · · · ET
i Π̄Ni

0 · · · 0

]
,

Σ̄13 =

[
Ψ̄i1 · · · Ψ̄Ni

0 · · · 0

]
,

Σ̄14 =

[
τΥT

i · · · τΥT
i

0 · · · 0

]
,

Σ̄22 = diag
{
Ω̄i1, · · · , Ω̄iN

}
,

Σ̄33 = −diag
{
Q̄i1, · · · , Q̄iN

}
,

Σ̄44 = diag {−τS1i, · · · ,−τSNi} ,

Σ̄34 =




τXT
i AT

i1 · · · τXT
i AT

i1

...
...

τXT
i AT

iN · · · τXT
i AT

iN


 ,

Ξ̄i = ΥT
i + Υi + (

N∑
j=1

Q̄ji),

Υi = AiXi + BiYi,

Ῡji = M̄ji + M̄T
ji + τŪji,
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Π̄ji = L̄ji − M̄T
ji + τ V̄ji,

Ω̄ji = −L̄ji − L̄T
ji + τW̄ji,

Ψ̄ij = AijXi.

证证证 令

Xi = P−1
i , M̄ji = XT

i MjiXi,

Yi = KiXi, Υi = AiXi + BiYi,

Rji = S−1
ji , Ūji = XT

i UjiXi,

L̄ji = XT
i LjiXi, V̄ji = XT

i VjiXi,

W̄ji = XT
i WjiXi, Q̄ij = XT

i QijXi,

Q̄ji = XT
i QjiXi, Ῡji = XT

i ΥjiXi,

Π̄ji = XT
i ΠjiXi, Ω̄ji = XT

i ΩjiXi,

Ψ̄ij = EiAijXi,

则容易证明定理2成立. 证毕.

式(21)存在非线性项XT
i S−1

ji Xi,但利用文献[13]
的算法,可获得最大时滞上界τ .

下面在定理2的基础上,为不确定系统(1)设计分
散状态反馈控制器(15),使闭环系统




Eiẋi(t) =

(Ai + ∆Ai + (Bi + ∆Bi)Ki)xi(t)+
N∑

j=1

(Aij + ∆Aij)xj(t− τij),

xi(t) = ϕi(t), t ∈ [−τ, 0], τ = max
i,j
{τij}

(21)

时滞相关鲁棒稳定.

定定定理理理 3 任意给定标量τ > 0和满足约束(2)的
矩阵Si, Di, Gi, Dij , 若存在对称正定矩阵Q̄ij , Q̄ji,
Ūji, W̄ji, Sji和矩阵Xi, Yi, V̄ji, L̄ji以及标量ζi > 0满
足式(17)(18)和如下矩阵不等式:


Φi ζiHi TT

i

∗ −ζiIi 0
∗ ∗ −ζiIi


 < 0 (22)

时,不确性奇异关联大系统(1)正则、无脉冲,并可以
通过控制器(15)时滞相关分散鲁棒镇定,且若式(17)
(18)和(22)存在可行解,那么分散状态反馈控制器的
参数由式(20)确定. 其中, Φi同定理2,且

HT
i = [(EiSi)T 0 0 · · · 0 0 · · · 0

τST
i · · · τST

i ],

Ti = [DiXi + GiY 0 0 · · · 0 Di1Xi · · ·
DiNXi 0 · · · 0].

证证证 利用式(2)和引理5可获得定理3. 证毕.

4 算算算例例例(Example)
考虑由两个子系统构成的奇异关联系统,且不确

定性满足式(2),其参数为

E1 =

[
1 0
0 0

]
, A1 =

[
−1.8 1

2 − 2.5

]
,

B1 = B2 =

[
1
1

]
, A11 =




1
3

1
3

−1
4

1
4


 ,

A12 =




1
6

0

0 0


 , E2 =

[
1 0
0 0

]
,

A2 =



−4

3
1
3

1
2

− 1
2


 , A21 =




1
5

0

0 0


 ,

A22 =




5
2

−1

54 − 3
2


 , S1 =

[
0.2

−0.1

]
,

S2 =

[
0.1
0.3

]
, D1 = [−0.06 0.04],

G1 =−0.06, G2 =−0.5, D11 =[0 −0.1],

D12 = [0.1 0], D22 = [0.1 0],

D2 = [0.04 −0.02], D21 = [0.01 0.01].

在τ 6 0.76的条件下, 用文献[13]的算法求解定
理2,可得分散状态反馈控制器为

K1 = [−1.0257 −0.6841 ],

K2 = [−1.8973 −1.2581].

在此控制器作用下,各子系统状态响应曲线和控
制输入曲线分别如图1∼3所示.

由数值算例和系统状态的响应曲线以及控制输

入曲线图可知,在所求得的控制器作用下,整个闭环
奇异关联大系统正则、无脉冲、时滞相关渐近稳定.

图 1 子系统1的状态响应曲线

Fig. 1 State response of subsystem 1
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图 2 子系统2的状态响应曲线
Fig. 2 State response of subsystem 2

图 3 控制输入u1和u2的曲线

Fig. 3 The curves of u1 and u2

求解定理3,可得使不确定奇异关联大系统(1)时
滞相关分散鲁棒镇定的一个状态反馈控制器为

K1 = [−1.0098 −0.0587 ],

K2 = [−8.0011 −1.4502 ].

5 结结结论论论(Conclusions)
针对一类具有关联时滞和状态矩阵、控制矩

阵以及关联矩阵存在不确定性的关联奇异大系

统, 通过构造特殊的Lyapunov-Krasovskii函数, 利用
Lyapunov稳定性理论与时滞积分矩阵不等式相结合
的方法, 讨论了该类系统的时滞相关分散鲁棒镇定
问题,并给出了分散控制器的设计方法. 所给出的分
散鲁棒镇定判据是与时滞大小相关的, 并且用矩阵
不等式表示, 从而可以用MATLAB方便求解. 数值
例子说明了该方法的有效性.
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