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摘要:针对一类状态矩阵和控制矩阵存在参数不确定的广义大系统,研究其分散鲁棒H∞保性能控制问题,系统
中不确定项具有数值界,可不满足匹配条件.基于广义系统的有界实引理,应用线性矩阵不等式(LMI)方法,给出了
不确定广义大系统存在分散鲁棒H∞ 保性能控制器的一个LMI条件,并用这个线性矩阵不等式系统的可行解提供
了一组分散鲁棒H∞保性能控制律的参数化表示,最后用例子说明该方法的应用.
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uncertain singular large-scale systems
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Abstract: The decentralized robust H-infinity and cost-guaranteed control problem for singular large-scale systems
with uncertainty in states and control matrices is considered. The uncertainty is magnitude-bounded, but may violate the
so-called matching conditions. Based on the bounded real lemma of singular systems, a sufficient condition for the existence
of decentralized robust H-infinity and cost-guaranteed controller for uncertain singular large-scale systems is presented in
terms of the solvability to a certain system of linear matrix inequalities (LMI). The feasible solutions to this system of LMIs
provide a parameterized expression for the set of decentralized robust H-infinity and cost-guaranteed controller. The given
example shows the application of the method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,不确定大系统鲁棒镇定的集中控制的研

究已经取得了不少结果,但随着实际生产过程中系
统复杂性的增加(即系统维数很高时),集中控制方法
表现出了很大的局限性, 于是不少学者研究了大系
统的分散控制问题.文献[1∼7]研究了不确定大系统
分散鲁棒控制问题,文献[1∼5]研究了不确定大系统
分散鲁棒状态反馈控制问题; 文献[6,7]不确定关联
大系统分散鲁棒输出反馈控制.然而由于广义系统
有较为实际的背景,它能更好地描述实际生产过程,
因而对不确定组合广义大系统的控制问题研究的意

义就更明显. 不确定性广义大系统分散鲁棒控制问
题已引起了控制界的重视[8∼12]. 文献[8,9]用LMI方
法研究了不确定广义大系统鲁棒分散状态反馈控制

问题;而对不确定广义大系统分散鲁棒H∞控制的研

究才刚刚开始,文献[10]应用Ricatti方法研究了具有
对称结构的不确定广义大系统分散鲁棒H∞控制和

二次稳定, 文献[11,12]给出了一个用非线性矩阵不
等式表示的不确定广义大系统动态输出反馈分散鲁

棒H∞控制的充分条件,但对一般的不确定广义大系
统分散鲁棒H∞保性能控制问题,还未充分研究.

本文研究一类状态矩阵和控制矩阵具有不确定

性的广义大系统分散鲁棒H∞保性能控制问题.首先
通过广义系统的有界实引理, 给出了不确定性的广
义大系统分散鲁棒H∞控制器的设计方法;然后应用
线性矩阵不等式方法, 给出了不确定性的广义大系
统分散鲁棒H∞保性能控制器存在的充分条件,将分
散鲁棒H∞保性能控制器设计归结为一个线性矩阵
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不等式可解性问题,并给出了控制器的参数表达式.
最后给出例子验证了所给方法的有效性.

记号: 在本文中, 如无特别申明所有矩阵都
是具有适当维数的矩阵; HT表示矩阵H的转置

矩阵; I表示适当维数的单位矩阵; diag{R} =
diag{r11, r22, · · · , rnn}(这里R = (rij)为对称阵);
Φi ∈ Rni×(ni−ri) 为满足条件EiΦi = 0和rank Φi =
ni−ri的矩阵(这里Ei ∈ Rni×ni , rank Ei = ri < ni);

‖ y(t) ‖2= (
w +∞

0
yT(t)y(t)dt)1/2;

(
X ∗
ZT Y

)
表示

对称矩阵

(
X Z

ZT Y

)
.

2 问问问题题题描描描述述述及及及引引引理理理(Problem description and
Lemmas)
考虑一类由N个子系统组成的具有状态矩阵和

控制矩阵不确定性的广义大系统



Eiẋi(t)=[Aii+∆Aii]xi(t)+[B2i+∆B2i]ui(t)+
N∑

j=1,j 6=i

[Aij + ∆Aij]xj(t) + B1iωi(t),

zi(t) = Cixi(t) + Diui(t), i = 1, 2, · · · , N.

(1)

其中: xi(t), ωi(t), ui(t)和zi(t) 分别为第i个子系统

的状态、扰动输入、控制输入和被控输出向量;
矩阵Aii, Aij , B1i, B2i, Ci和Di均为维数兼容的常

数矩阵; Aij为第j个子系统与第i个子系统的关联

矩阵; 扰动输入ωi(t)是范数有界的确定性干扰满
足‖ωi(t)‖2 < ρ; 矩阵∆Aij和∆B2i分别为状态矩阵

和控制输入矩阵的不确定性, 它是时不变的系统参
数不确定性且有如下的数值界[9,14]:

|∆Aij|≺Fij, |∆B2i| ≺ Hi, i, j =1, 2, · · · , N, (2)

其中Fij,Hi为具有非负元素的实常数矩阵, 分别
与∆Aij , ∆B2i具有相同维数, 这里|∆| ≺ ∆的含义
是: |eij| < eij . eij ,eij分别为矩阵∆, ∆的第(i, j)个
元素.

系统(1)的性能指标取为

J =
N∑

i=1

r +∞
0

[xT
i (t)Qixi(t) + uT

i (t)Riui(t)]dt. (3)

其中Qi > 0, Ri > 0为给定的已知对称正定矩阵.

令

A = (Aij), ∆A = (∆Aij),

E = blockdiag(E1, E2, · · · , EN),

B1 = blockdiag(B11, B12, · · · , B1N),

B2 = blockdiag(B21, B22, · · · , B2N),

∆B2 = blockdiag(∆B21,∆B22, · · · ,∆B2N),

C = blockdiag(C1, C2, · · · , CN),

D = blockdiag(D1, D2, · · · , DN),

x(t) = col(x1(t), x2(t), · · · , xN(t)),

ω(t) = col(ω1(t), ω2(t), · · · , ωN(t)),

u(t) = col(u1(t), u2(t), · · · , uN(t)),

z(t) = col(z1(t), z2(t), · · · , zN(t)).

则整个不确定广义大系统(1)可描述为



Eẋ(t) = [A + ∆A]x(t) + B1ω(t)+

[B2 + ∆B2]u(t),

z(t) = Cx(t) + Du(t).

(4)

本文的目的是设计系统(1)的形如:

ui = Kixi(t), i = 1, 2, · · · , N (5)

的状态反馈分散鲁棒H∞控制器和分散鲁棒H∞保

性能控制器. 系统(4)在分散控制器(5)作用下的闭环
系统为{

Eẋ(t)=[(A+∆A)+(B2+∆B2)K]x(t)+B1ω(t),

z(t) = (C + DK)x(t).
(6)

这里K = diag{K1,K2, · · · ,KN}. 为此, 首先给出
不确定广义大系统(1)的分散鲁棒H∞控制器和分散

鲁棒H∞保性能控制器的定义.

定定定义义义 1 对于不确定广义大系统(1)和给定的正
数γ,如果存在控制器(5),使得对满足式(2)的所有不
确定性,有:

1) 闭环系统(6)都正则、无脉冲模且稳定
的(当ω(t) = 0);

2) 闭环系统(6)在零初始条件(即x(0) = 0)时,
扰动输入ω(t)到被控输出z(t)传递函数Tzω(s)满足‖
Tzω(s) ‖∞< γ(即‖ z(t) ‖2< γ ‖ ω(t) ‖2);

则称不确定广义大系统(1)是可分散鲁棒H∞控

制的,而控制器(5)称为广义大系统(1)的一个分散鲁
棒H∞控制器.

定定定义义义 2 对于不确定广义大系统(1)和给定的
正数γ,如果存在控制器(5)和一个正数J∗,使得对满
足式(2)的所有不确定性,有:

1) 控制器(5)是不确定广义大系统(1)的一个分
散鲁棒控制器;

2) 性能指标J满足J < J∗;

则称不确定广义大系统(1)是可分散鲁棒H∞保

性能的, J∗为系统(1)的一个可保性能,而控制器(5)
称为不确定广义大系统(1)的一个分散鲁棒H∞保性

能控制器.
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引引引理理理 1[15] 若n ×m阶矩阵∆A满足|∆A| ≺ F ,
则Ω(F ) > (∆A)(∆A)T, Γ (F ) > (∆A)T(∆A).
式中:

Ω(F ) =

{
‖FFT‖I, ‖FFT‖I < n · diag{FFT},
n · diag(FFT), 其他,

Γ (F ) =

{
‖FTF‖I, ‖FTF‖I < m · diag{FFT},
m · diag{FTF}, 其他.

这里‖ · ‖为最大奇异值矩阵范数.

引引引理理理 2 对于任意正数ε > 0和适当维数的矩
阵F, H有

HTF + FTH 6 εHTH +
1
ε
FTF.

引引引理理理 3[13] 对广义系统{
Eẋ(t) = Ax(t) + Bω(t),

z(t) = Cx(t)
(7)

和给定的正数γ > 0,以下叙述等价:

1) 系统(7)是正则、无脉冲模和稳定(当ω(t) =
0),且‖Tzω‖∞ = ‖C(zE −A)−1B‖∞ < γ.

2) 存在可逆矩阵X满足线性矩阵不等式:

ETX = XTE > 0, (8a)

ATX + XTA + CTC +
1
γ2

XTBBTX < 0. (8b)

3) 存在可逆矩阵P满足线性矩阵不等式:

PET = EPT > 0, (9a)

PAT + APT + BTB +
1
γ2

PCTCPT < 0. (9b)

4) 存在矩阵X > 0, Y满足

A(EX+Y ΦT)T+(EX+Y ΦT)AT+BBT+
1
γ2

(EX + Y ΦT)CTC(EX + Y ΦT)T < 0. (10)

5) 存在矩阵满足X > 0, Y满足

(EX+ΦT)−1A+AT(EX+ΦT)−T+
1
γ2

CTC+

(EX + Y ΦT)−1BBT(EX + Y ΦT)−T < 0. (11)

这里Φ ∈ Rn×(n−r)为满足条件EΦ = 0和rank Φ =
n− r的矩阵(这里rank E = r).

注注注 1 引理4中(4),(5)证明类似于文[16]定理2的证

明.

3 分分分散散散鲁鲁鲁棒棒棒H∞保保保性性性能能能控控控制制制器器器设设设计计计(Design
of decentralized robust H-infinity controller)
记: ((Mij)ij)是一个n× n阶矩阵,将其分成N ×

N块, 分法与A = (Aij)分块对应, 每一块为一

个ni × nj阶矩阵, 只在第i行第j列上的块为M (是
一个ni × nj阶矩阵),其余各块均为对应的ni × nj阶

零矩阵,即

((M)ij) =




0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · M · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0




n×n

.

又记

A = diag{A11, A22, · · · , ANN}, AK = A + B2K.

于是有

(A + B2K) + (∆A + ∆B2K) =

AK +
N∑

i,j=1,i 6=j

[((Aij)ij) + ((∆Aij)ij)] +

N∑
i=1

[((∆Aii)ii) + ((∆B2iKi)ii)].

定定定理理理 1 对不确定关联广义大系统(1)和给定
的正数γ > 0, 如果存在对称正定矩阵Xi > 0,
矩阵Yi和正数αi, βi, ε使得下述线性矩阵不等式

组(LMIs):


Ãi ∗ ∗ ∗ ∗

Γ

1
2 (Fii)P̃i

−1 −αiI ∗ ∗ ∗

Γ

1
2 (Hi)ZT

i 0 −βiI ∗ ∗
P̃i

−1
0 0 −F−1

i ∗
Ψi 0 0 0 −γ2I




< 0

(12)

成立,其中:

Ãi = P̃i

−T
AT

ii + AiiP̃i

−1
+ B2iZ

T
i + ZiB

T
2i +

ε
N∑

j=1,j 6=i

[AijA
T
ij + Ω(Fij)] +

(αi + βi)I + B1iB
T
1i,

Fi =
2
ε
(N − 1)I, P̃i = (EiXi + YiΦ

T
i )−T,

Ψi = CiP̃i

−1
+ DiZ

T
i , i = 1, 2, · · · , N.

则不确定广义大系统(1)是可分散鲁棒H∞控制的,
而Ki = ZT

i (EiXi + YiΦ
T
i )−T是系统(1)的一个分

散H∞控制律.

证证证 记

Φ̃ = blockdiag(Φ1, Φ2, · · · , ΦN);

X̃ = blockdiag(X1, X2, · · · , XN);
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Ỹ = blockdiag(Y1, Y2, · · · , YN);

P̃ = blockdiag(P̃1, P̃2, · · · , P̃N) = (EX̃ + Ỹ Φ̃T)−T

都为块对角矩阵. 则有X > 0, EΦ̃ = 0和rank Φ̃ =
n− r(这里rank E = r). 由引理1和2可推出:

N∑
i=1

[P̃T((∆Aii)ii) + ((∆Aii)ii)TP̃ ] 6

N∑
i=1

((αiP̃i

T
P̃i + α−1

i Γ (Fii))ii), (13)

N∑
i=1

[P̃T((∆B2iKi)ii) + ((∆B2i)iiKi)TP̃ ] 6

N∑
i=1

((βiP̃i

T
P̃i + β−1

i KT
i Γ (Fii)Ki)ii). (14)

考虑闭环系统(6)有

[(A + B2K) + (∆A + ∆B2K)]TP̃ +

P̃T[(A+B2K)+(∆A+∆B2K)]+P̃TB1B
T
1 P̃ +

1
γ2

(C + DK)T(C + DK) 6
N∑

i=1

{(([Aii + B2iKi]TP̃i + P̃i

T
[Aii + B2iKi] +

P̃i

T
[ε

N∑
j=1,j 6=i

(AijA
T
ij + Ω(Fij)) + (αi + βi)I]P̃i +

2
ε
(N − 1)I + α−1

i Γ (Fii) + β−1
i KT

i Γ (Hi)Ki +

P̃iB1iB
T
1iP̃i+

1
γ2

(Ci+DiKi)(Ci+DiKi)T)ii)}<0.

只要:

[Aii + B2iKi]TP̃i + P̃i

T
[Aii + B2iKi] +

P̃i

T
[ε

N∑
j=1,j 6=i

(AijA
T
ij + Ω(Fij)) + (αi + βi)I]P̃i +

Fi+α−1
i Γ (Fii)+β−1

i KT
i Γ (Hi)Ki+P̃iB1iB

T
1iP̃i+

1
γ2

(Ci + DiKi)(Ci + DiKi)T < 0. (15)

由引理1可知, Γ (Fii), Γ (Hi)均为正定或半正定
矩阵,可分解为

Γ (Fii)=Γ (Fii)
1
2 Γ (Fii)

1
2 , Γ (Hi)=Γ (Hi)

1
2 Γ (Hi)

1
2 .

对式(15)两边分别左乘P̃−T
i 和右乘P̃−1

i , 并令Zi =
P̃−T

i KT
i , 由Schur补引理知道(15)等价于(12). 从而

由引理3知道: 在定理1的条件下系统(1)的闭环系
统(6)都正则、无脉冲模且稳定的(当ω(t) = 0)和系
统满足‖Tzω(s)‖∞ < γ. 证毕.

定定定理理理 2 对不确定关联广义大系统(1)和给
定的正数γ > 0, 如果存在对称正定矩阵Xi >

0, 矩阵Yi和正数αi, βi, ε使得线性矩阵不等式

组(LMIs)(16)成立(其中Ãi, Fi, Ψi同定理1), 则不确
定广义大系统(1)是可分散鲁棒H∞保性能的,
而Ki = ZT

i (EiXi + YiΦ
T
i )−T是系统(1)的一个分

散H∞保性能控制律,其保性能指标

J∗ =
N∑

i=1

xT
i (0)ET

i (EiXi + YiΦ
T
i )−Txi(0) + Nρ2,




Ãi ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
o −αiI ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
p 0 −βiI ∗ ∗ ∗ ∗

P̃i

−1
0 0 −F−1

i ∗ ∗ ∗
Ψi 0 0 0 −γ2I ∗ ∗

P̃i

−1
0 0 0 0 −Q−1

i ∗
ZT

i 0 0 0 0 0 −R−1
i




< 0.

(16)

其中: o = Γ

1
2 (Fii)P̃i

−1
, p = Γ

1
2 (Hi)ZT

i .

证证证 (略).

注注注 2 1)定理2给出了广义大系统(1)完全由子系统
决定的可分散鲁棒H∞保性能控制的充分条件.

2)定理2中所得到的闭环系统性能指标的界依赖于初
始状态x(0),然而在实际系统中,人们往往难以精确确定系
统的初始状态x(0). 为了克服这个困难,假定x(0)是一个期

望满足E(x(0)xT(0)) = I 的零均值随机变量,此时,闭环系
统性能指标的期望值

J∗ = E(J) 6

E{
NP

i=1
xT

i (0)ET
i (EiXi + YiΦ

T
i )−Txi(0)}+ Nρ2 =

NP
i=1

tr[ET
i (EiXi + YiΦ

T
i )−T] + Nρ2,

故此时

J =
NP

i=1
tr[ET

i (EiXi + YiΦ
T
i )−T] + Nρ2

可称为系统的可保性能. 所以假定x(0)是一个期望满

足E(x(0)xT(0)) = I的零均值随机变量,有如下定理.

定定定理理理 3 对不确定关联广义大系统(1)和给
定的正数γ > 0, 如果存在对称正定矩阵Xi >

0, 矩阵Yi和正数αi, βi, ε满足线性矩阵不等式

组(LMIs)式(16), 则不确定广义大系统(1)是可分散
鲁棒H∞保性能的,而

Ki = ZT
i (EiXi + YiΦ

T
i )−T

是系统(1)的一个分散H∞保性能控制律, 其保性能
指标

J =
N∑

i=1

tr[ET
i (EiXi + YiΦ

T
i )−T] + Nρ2.
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4 仿仿仿真真真示示示例例例(Illustrative example)
沿用前面的记号,考虑一个由两个子系统组成的

不确定线性大系统(1), 其不确定项具有数值界, 可
不满足匹配条件.其中:

E1 =

(
1 0
0 0

)
, A11 =

(
3 −3
1 2

)
, B21 =

(
1
3

)
,

A12 =

(
0.1 −0.2 0.1

−0.2 0.1 −0.1

)
, C1 =

(
1 1

−1 0.5

)
,

E2 =




1 1 0
1 −1 1
2 0 1


 , A22 =




7 −5 0.5
−15 5 −8
−6 −5 15


 ,

A21 =



−0.5 0.5

0.5 −0.5
0.5 0.5


 , B22 =




1 −1
1 0.5
1.5 1


 ,

F11 =

(
0.02 0.03
0.05 0.02

)
, F12 =

(
0.05 0.02 0.01
0.02 0.05 0.03

)
,

H1 =

(
0.01
0.02

)
, B11 =

(
1
0

)
, D1 =

(
1
1

)
,

F22 =




0.05 0.01 0.02
0.01 0.02 0.01
0.02 0 0.04


 , B12 =




1
−1

1


 ,

F21 =




0.02 0
0.01 0.05
0.03 0.05


 , H2 =




0.02 0.01
0.01 0
0.01 0.03


 ,

D2 =

(
0.5 −1
1 1

)
, C2 =

(
0 0.5 1
1 0.5 −1

)
.

选择

Φ1 =
(

0 1
)T

, Φ2 =
(
−1 1 2

)T

,

γ = 0.5, ρ = 0.5, Q1, Q2, R1和R2均为相应维数的

单位矩阵,干扰输入为高斯白噪声. 通过MATLAB仿

真可以看出, 开环系统是不稳定的, 但根据定理3,

应用MATLAB LMI控制工具包解问题(16), 可求

得反馈增益K = diag{K1,K2}, 相应的保性能指

标J̄ = 16.3492,其中

K1 = (−19.3529 2.2962),

K2 =

(
−0.6678 −0.5913 −0.1723
−0.2828 0.1556 1.0043

)
.

虽然待求解是一组LMIs, 且含有多个参数, 但在

LMITOOL环境下可一次求出, 求解方便, 无需预

先调整太多的参数. 相应的闭环系统的状态曲线

如图1所示, 从图1可以看出, 系统不但是鲁棒稳定

的, 而且具有很好的响应特性. 需要说明的是保性

指标(3)与外部输入干扰无关, H∞性能指标γ表示

干扰输入到输出的抑制作用, 所以γ = 0.5与J =
16.3492之间没有关系.

图 1 闭环系统的状态响应曲线图

Fig. 1 State response curves of closed-loop system

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
对一类参数不确定广义大系统和一个给定的二

次型性能指标, 在其不确定性具有数值界条件下,
基于广义系统的有界实引理, 应用线性矩阵不等
式(LMI)方法,给出了不确定性广义大系统存在分散
鲁棒H∞状态反馈控制器和分散鲁棒H∞保性能控

制器的LMI条件, 并用这个线性矩阵不等式系统的
可行解分别提供了分散鲁棒H∞状态反馈控制器和

分散鲁棒H∞保性能控制律的参数化表示,最后用数
值例子说明该方法的应用. 该方法具有潜在的实际
应用价值,有待于进一步研究.
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