
第 26卷第 11期
2009年 11月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 26 No. 11
Nov. 2009

一一一类类类不不不确确确定定定多多多输输输入入入模模模糊糊糊双双双线线线性性性系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒H∞控控控制制制

李俊民1, 张 果1, 杜彩霞2

(1. 西安电子科技大学理学院,陕西西安 710071; 2. 长安大学理学院,陕西西安 710064)

摘要:针对一类带有参数不确定性和干扰的多输入模糊双线性系统(FBS)的鲁棒H∞ 控制问题,使用并行分布补
偿算法(PDC)设计了模糊控制器,得到了整个模糊控制系统鲁棒全局稳定的充分条件,控制器的设计可以通过求解
一系列线性矩阵不等式(LMI)获得. 仿真例子验证了方法的有效性.
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Abstract: A robust H-infinity control approach is presented for a multiple input Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy bilinear
system(FBS) with parameter uncertainties and disturbances. The fuzzy controller is designed on the basis of the parallel
distributed-compensation(PDC) method. Sufficient conditions are derived to guarantee the robust global stability of the
overall fuzzy system. The controller is obtained by solving a set of linear matrix inequalities(LMIs). A simulation example
shows that the approach is effective.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来, 双线性系统及其研究被广泛地应用于

许多领域, 如生物工程、生化工程、社会经济学等
方面[1,2]. 双线性系统是一类比较特殊的非线性系
统,介于线性系统和非线性系统之间,其数学模型的
非线性部分通常为系统的状态和输入的双线性函

数. 一般而言, 双线性系统模型比一般的非线性系
统结构简单、动态特性简单,同时描述对象的近似
程度往往比线性系统要高得多[2]. 非线性是工业控
制中普遍存在的的现象,对于非线性系统的研究是
控制理论中一个十分重要的课题.基于T-S模型的模
糊控制是研究非线性系统比较成功的方法之一,应
用T-S模型对非线性系统进行稳定性分析和控制器
设计方面,已有很多成果面世[3∼11]. 同时,由于不确
定的存在,鲁棒性问题也成为带有不确定模糊系统
所研究的热点问题[8∼11]. 但是目前很多T-S模糊模
型中,模糊规则的后件部分多是一个线性模型[3∼11].

文[12]研究了一类模糊双线性系统的鲁棒稳定性问
题,其模糊规则的后件部分是一个双线性模型,给出
了闭环系统稳定化的条件.但是在其给出的系统稳
定LMI条件中,要求已知控制器的增益,很显然这个
条件约束性太强, 另外文[12]没有考虑干扰的影响,
并且仅研究了单输入问题,向多输入问题的推广不
显然. 综上分析,本文研究一类用T-S模型表示的带
有参数不确定性和干扰的多输入模糊双线性系统鲁

棒H∞控制问题.针对不确定的模糊双线性模型, 研
究了其鲁棒稳定的条件,并且根据并行分布补偿算
法给出了鲁棒控制器的设计,控制器可由一组线性
矩阵不等式的解给出.本文和文[12]相比,其不同之
处在于: 1)给出多输入控制器的增益满足线性矩阵
不等式条件,并可以直接解出; 2)研究了系统对干扰
的鲁棒H∞性能.最后, 由数例仿真验证了结果的有
效性.

收稿日期: 2008−05−15;收修改稿日期: 2009−01−07.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60974139, 60804021).
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2 系系系统统统描描描述述述(Systems description)
由T-S模型描述的多输入不确定模糊双线性系

统,它的第i条规则可描述如下:
Ri : If ξ1 is F i

1 and · · · and ξν(t) is F i
ν , Then

ẋ = (Ai + ∆Ai)x + (Bi + ∆Bi)u+
{(Ni+∆Ni)u}x+Bwiw(t), x(t0)=x0,

z(t) = (Ci + ∆Ci)x, i ∈ S := {1, 2, · · · , s}.
(1)

其中: {(Ni + ∆Ni)u} ,
m∑

j=1

(Ni,j +∆Ni,j)uj , Ni,j

是n × n维的常数矩阵, ∆Ni,j是n × n维的不确定

矩阵, uj是u的第j个分量, w(t) ∈ Rp是扰动输入且

w(t) ∈ L2[0,∞), z(t) ∈ Rq是可调输出向量, F i
j是

模糊集合, j = 1, 2, · · · , v; ξ = [ξ1(t), ξ2(t), · · · ,

ξv(t)]T是前提向量, x(t) ∈ Rn是状态向量, x0是初

始状态, u ∈ Rm是控制输入向量, Ai, Bi, Bwi, Ci是

已知合适维数的系统矩阵.
假设:
1) 前提向量ξ(t)和控制变量及扰动变量无关;
2) ∆Ai,∆Bi,∆Ni,∆Ci是时变不确定矩阵, 有

界且满足

[∆Ai ∆Bi ∆Ni.k ]=HxiFi(t)[Eai Ebi Eni,k ],
∆Ci = HziFi(t)Eci.

(2)

其中: Eai, Ebi, Eni,k, Eci,Hxi,Hzi都是已知合适维

数的常数矩阵, k = 1, 2, · · · ,m, Fi(t)是一个未知
时变矩阵, 其元素Lebesgue可测且对任意的t满足:
FT

i (t)Fi(t) 6 I, i ∈ S.
通过单点模糊化,乘积推理和中心平均反模糊化

方法,模糊控制系统的总体模型为



ẋ =
s∑

i=1

hi[(Ai + ∆Ai)x + (Bi + ∆Bi)u+

{(Ni + ∆Ni)u}x + Bwiw(t)],

z(t) =
s∑

i=1

hi[(Ci + ∆Ci)x ].

(3)

其中:

hi(ξ(t)) =
ωi(ξ(t))

s∑
i=1

ωi(ξ(t))
,

ωi(ξ(t)) =
v∏

j=1

µij(ξ(t)),

µij(ξ(t))是ξj(t)在F i
j中隶属度函数. 为了使得这种

表示有意义,假设
s∑

i=1

ωi(ξ(t)) > 0, ∀ξ(t) ∈ Rν ,

由hi(ξ(t))的定义可知

hi(ξ(t)) > 0,
s∑

i=1

hi(ξ(t)) = 1, i ∈ S.

以下在不引起混淆的情况下记hi(ξ(t))为hi.
根据并行分布补偿算法, 设计第j个模糊控制器

为

Ri : If ξ1 is F i
1 and · · · and ξν(t) is F i

ν , Then

ui,j =
ρjDi,jx√

1 + xTDT
i,jDi,jx

, i ∈ S, (4)

其中: Di,j ∈ R1×n是待定的控制器增益, ρj > 0是
待定的标量, j = 1, 2, · · · ,m. 则整个系统的状态反
馈控制律可表示为

uj =
s∑

i=1

hi

ρjDi,jx(t)√
1 + xTDT

i,jDi,jx
=

s∑
i=1

hiρj sin θi,j =

s∑
i=1

hiρjDi,j cos θi,jx(t). (5)

这里:
sin θi,j =

Di,jx√
1 + xTDT

i,jDi,jx
,

cos θi,j =
1√

1 + xTDT
i,jDi,jx

,

i ∈ S, θi,j ∈ [−π

2
,

π

2
], j = 1, 2, · · · ,m.

在控制律(5)的作用下,整个闭环系统的方程可表示
为 




ẋ =
s∑

i,j=1

hihj((Ai + ∆Ai +
m∑

k=1

(Bi,k+

∆Bi,k)ρkDj,k cos θj,k +
m∑

k=1

(Ni,k+

∆Ni,k)ρk sin θj,k)x + Bwiw(t)),

z(t) =
s∑

i=1

hi(Ci + ∆Ci)x,

(6)

其中Bi,k,∆Bi,k分别表示Bi,∆Bi的第k列.
定定定义义义 1 对于给定的常数r > 0,若系统(6)对于

所有满足(2)的不确定性, 以下条件满足: 1) w(t) ≡
0时,闭环系统(6)是渐近稳定的; 2)在零初始条件下,
对任意非零w(t) ∈ L2[0,∞),闭环系统(6)满足

‖z‖L2
< r ‖w‖L2

.

则称闭环系统(6)在H∞性能指标r下鲁棒稳定.
本文目标: 设计一反馈控制律(5), 使得系统(6)

在H∞性能指标r下鲁棒稳定.
以下给出在证明中要用到的引理：

引引引理理理 1[6] 设M, N和F (t)是维数适合的实矩阵
且满足FT(t)F (t) 6 I ,则对于标量ε > 0,有如下不
等式成立:
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MTF (t)N+NTFT(t)M 6εMTM+ε−1NTN.

引引引理理理 2 对适维矩阵Ci, Cj有下式成立:

CT
i Cj + CT

j Ci 6 CT
i Ci + CT

j Cj.

引引引理理理 3[8] 设A,D, E, F是合适维数的实数矩

阵, 且FT(t)F (t) 6 I , 则有矩阵P > 0, 对于标量
ε > 0满足εI −HTH > 0时,有如下不等式成立:

(A + DFE)TP (A + DFE) 6
ATPA+ATPD(εI−DTPD)−1DTPA+εETE.

3 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Robust stability analysis)
定定定理理理 1 对于给定的r > 0,如果存在ρk > 0和

正常数ε1i, ε4i, εlijk, 以及矩阵P > 0, Di,k, l =
2, 3; i, j ∈ S, k = 1, 2, · · · ,m满足下面矩阵不等

式(7), 则闭环系统(6)是H∞性能指标r下鲁棒稳定

的: 



[
Φii PBwi

∗ −r2I

]
< 0, i ∈ S,

[
Φij PBwi

∗ −r2I

]
+

[
Φji PBwj

∗ −r2I

]
< 0,

1 6 i < j 6 s.

(7)

其中:

Φij = φij + CT
i Ci + CT

i Hzi(ε4iI −HT
ziHzi)−1 ×

HT
ziCi + ε4iE

T
ciEci,

φij =AT
i P + PAi + P 2ε̃2ij +

m∑
k=1

ε−1
2ijk(D

T
j,kB

T
i,kBi,kDj,k + NT

i,kNi,k) +

(ε1i + ε̃3ij)PHxiH
T
xiP + ε−1

1i ET
aiEai +

m∑
k=1

ε−1
3ijk(D

T
j,kE

T
bi,kEbi,kDj,k+ET

ni,kEni,k),

(8)

ε̃2ij =
m∑

k=1

ε2ijkρ
2
k, ε̃3ij =

m∑
k=1

ε3ijkρ
2
k, i, j ∈ S,

Ebi,k表示Ebi的第k列.
证证证 选取如下Lyapunov函数:

V (t) = xT(t)Px(t), P > 0. (9)
首先, 考虑w(t) ≡ 0时系统(6)的渐近稳定性.

在w(t) ≡ 0时,系统(6)可改写为

ẋ =
s∑

i,j=1

hihj((Ai + HxiFEai) +

m∑
k=1

(Bi,k + HxiFEbi,k)ρkDj,k cos θj,k +

m∑
k=1

(Ni,k + HxiFEni,k)ρk sin θj,k)x. (10)

沿着系统(10)的轨线,对V (t)求导,可得到

V̇ (t)=xT
s∑

i,j=1

hihj{[(Ai + HxiFEai) +

m∑
k=1

(Bi,k + HxiFEbi,k)ρkDj,k cos θj,k +

m∑
k=1

(Ni,k + HxiFEni,k)×

ρk sin θj,k]TP + P [(Ai + HxiFEai) +
m∑

k=1

(Bi,k + HxiFEbi,k)ρkDj,k cos θj,k +

m∑
k=1

(Ni,k+HxiFEni,k)×ρk sin θj,k]}x. (11)

由引理1可知对于正常数ε1i, εlijk, l = 2, 3,有

(HxiFEai)TP + P (HxiFEai) 6
ε1iPHxiH

T
xiP + ε−1

1i ET
aiEai,

ρk cos θj,kD
T
j,kB

T
i,kP + PBi,kρkDj,k cos θj,k 6

ε2ijkρ
2
kP

2 cos2 θj,k + ε−1
2ijkD

T
j,kB

T
i,kBi,kDj,k,

ρk sin θj,kN
T
i,kP + PNi,kρk sin θj,k 6

ε2ijkρ
2
kP

2 sin2 θj,k + ε−1
2ijkN

T
i,kNi,k,

(HxiFEbi,kρkDj,k cos θj,k)TP +

P (HxiFEbi,kρkDj,k cos θj,k) 6
ε3ijkρ

2
kPHxiH

T
xiP cos2 θj,k +

ε−1
3ijkD

T
j,kE

T
bi,kEbi,kDj,k,

(HxiFEni,kρk sin θj,k)TP +

P (HxiFEni,kρk sin θj,k)6
ε3ijkρ

2
kPHxiH

T
xiP sin2 θj,k + ε−1

3ijkE
T
ni,kEni,k.

其中k = 1, 2, · · · ,m, i, j = 1, 2, · · · , s.

由式(7)可知: V̇ (t) < 0,所以可知系统(6)是渐近
稳定的.
以下考虑零初始条件而w(t) 6= 0时的闭环系

统(6)的鲁棒H∞性能.
沿着系统(6)的轨迹对V (t)求导,可得到

V̇ (t) =
s∑

i,j=1

hihj{xT(t)[(Ai + HxiFEai) +

m∑
k=1

((Bi,k + HxiFEbi,k)ρkDj,k cos θj,k +

(Ni,k + HxiFEni,k)ρk sin θj,k)]TP +

P [(Ai + HxiFEai) +
m∑

k=1

((Bi,k + HxiFEbi,k)ρkDj,k cos θj.k +

(Ni,k + HxiFEni,k)ρk sin θj,k)]x(t) +

wT(t)BT
wiPx(t) + xT(t)PBwiw(t)} 6

s∑
i,j=1

hihj[xT(t) wT(t)]·
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φij PBwi

∗ 0

][
x(t)
w(t)

]
. (12)

由引理2和引理3可知对于常数ε4i > 0,下式成立:

zT(t)z(t)− r2wT(t)w(t) 6
s∑

i=1

hix
T(CT

i Ci + CT
i Hzi(ε4iI −HT

ziHzi)−1 ×

HT
ziCi + ε4iE

T
ciEci)x− r2wT(t)w(t). (13)

由式(12)和(13)可以得到

zT(t)z(t)− r2wT(t)w(t) + V̇ (t) 6
s∑

i,j=1

hihj[xT(t) wT(t)]

[
Φij PBwi

∗ −r2I

][
x(t)
w(t)

]
.

(14)
由式(7)和(14)可知

V̇ (t) + zT(t)z(t)− r2wT(t)w(t) < 0. (15)

对式(15)积分并取极限, 令t → ∞则可以得到:
‖z‖L2 < r‖w‖L2 . 从而闭环系统(6)在H∞性能指

标r下是鲁棒稳定的.

4 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
对定理1中的(7), 分别左、右乘diag{Q, I}, Q =

P−1, 并记Dj,kQ = Mj,k, 根据Schur补定理, 则
式(7)等价为下式:




[
Φ

(1)
ii Φ

(2)
ii

∗ Φ
(3)
ii

]
< 0, i ∈ S,

[
Φ

(1)
ij + Φ

(1)
ji Φ

(4)
ij

∗ Φ
(5)
ij

]
< 0, i < j, i, j ∈ S.

(16)

其中:

Φ
(1)
ij =

[
Γ + ε̃2ijI + (ε

1i
+ ε̃3ij)HxiH

T
xi Bwi

∗ −r2I

]
,

Γ = QAT
i + AiQ,

Φ
(2)
ii = [M̄T

i B̄T
i QN̄T

i QET
ai M̄T

i ĒT
bi

QĒT
ni QCT

i QCT
i Hzi QET

ci],

Φ
(3)
ii = diag{−ε̄2iiI,−ε̄2iiI,−ε1iI,−ε̄3iiI,

− ε̄3iiI,−I, HT
ziHzi − ε4iI,−ε−1

4i I},
Φ

(4)
ij = [M̄T

j B̄T
i M̄T

i B̄T
j QN̄T

i QN̄T
j

QET
ai QET

aj M̄T
j ĒT

bi M̄T
i ĒT

bj

QĒT
ni QĒT

nj QCT
i QCT

j

QCT
i Hzi QCT

j Hzj QET
ci QET

cj],

Φ
(5)
ij = diag{−ε̄2ijI,−ε̄2jiI,−ε̄2ijI,−ε̄2jiI,

− ε1iI,−ε1jI,−ε̄3ijI,−ε̄3jiI,

− ε̄3ijI,−ε̄3jiI,−I,−I,

HT
ziHzi − ε4iI, HT

zjHzj − ε4jI,

− ε−1
4i I,−ε−1

4j I},
QĒT

ni = [QET
ni,1 · · · QET

ni,m],

ε̄2ijI = blockdiag{ε2ij1I, · · · , ε2ijmI},
ε̄3ijI = blockdiag{ε3ij1I, · · · , ε3ijmI},
M̄T

j B̄T
i = [MT

j,1B
T
i,1 · · · MT

j,mBT
i,m],

QN̄T
i = [QNT

i,1 · · · QNT
i,m],

M̄T
j ĒT

bi = [MT
j,1E

T
bi,1 · · · MT

j,mET
bi,m].

定定定理理理 2 对于给定的r > 0, ρk > 0和正常数ε4i,
如果存在矩阵Q > 0, Mj,k和ε1i, ε2ijk, ε3ijk, i, j ∈
S, k = 1, 2, · · · ,m满足矩阵不等式(16), 则闭环系
统(6)在H∞性能指标r下鲁棒稳定,且反馈控制增益
矩阵为Dj,k = Mj,kQ

−1.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
例例例 1 考虑如下两输入双线性模糊系统:

R1 : If x1 is L1, Then

ẋ(t) = (A1 + ∆A1)x(t) + (B1 + ∆B1)u(t) +

{(N1 + ∆N1)u(t)}x(t) + Bw1w(t),

z(t) = (C1 + ∆C1)x(t).

R2 : If x1 is L2,Then

ẋ(t) = (A2 + ∆A2)x(t) + (B2 + ∆B2)u(t) +

{(N2 + ∆N2)u(t)}x(t) + Bw2w(t),

z(t) = (C2 + ∆C2)x(t).

其中:

A1 =

[
−122 − 8

50 − 100

]
, A2 =

[
−113 − 10

50 − 100

]
,

B1 =B2 =

[
10 10
1 − 2

]
, N1,1 =N2,1 =

[
−1 0

0 − 1

]
,

N1,2 = N2,2 =

[
−1 0

0 − 1

]
, Bw1 = Bw2 =

[
1
0

]
,

Ea1 = Ea2 =

[
50 50

100 0

]
, Eb1 = Eb2 =

[
10 5
0 0

]
,

En1,1 = En2,1 = En1,2 = En2,1 =

[
0.5 0

0 0

]
,

Ec1 =Ec2 =[0.1 0.5], Hx1 =Hx2 =

[
−0.5 0.2
−0.5 0.1

]
,

Hz1 = Hz2 = 1, C1 = C2 = [1 0].

选取隶属度函数:
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µL1(x1) =
1− cos x1

2
, µL2(x1) = 1− µL1(x1).

选取r = 1, ρ1 = 0.54, ρ2 = 0.46, ε41 = ε42 = 8.

根据定理2中的条件(16), 通过MATLAB求解相
应的LMIs,可以得到

Q =

[
1.7324 − 0.5241
−0.5241 0.7535

]
,

ε11 = ε12 = 10.4365,

M1,1 = [−0.3425 − 0.2455],
M1,2 = [−0.1346 − 0.7899],
M2,1 = [−0.6875 − 1.0595],
M2,2 = [−0.3702 − 1.0023],
ε211k = 0.3212, ε212k = 11.3462,

ε221k = 8.3650, ε222k = 0.2351,

ε311k = 13.7033, ε312k = 6.0502,

ε321k = 0.5731, ε322k = 1.6543, k = 1, 2.

选取初始值为[−0.6,−0.8], w(t) = e−0.2t sin t,

利用MATLAB仿真,图1是系统状态变量响应曲线和
系统控制量曲线.由仿真结果可以看出,在所设计的
控制器(5)下,系统得到满意控制性能.

图 1 系统状态响应曲线和控制曲线

Fig. 1 State responses of system and control curves

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了一类带有参数不确定性和干扰的多

输入模糊双线性系统的鲁棒H∞控制问题,根据PDC
得到了系统鲁棒稳定的充分条件,并设计了鲁棒H∞

控制器. 控制器的设计可通过求解一组线性矩阵不
等式获得. 最后由数例验证了结果的有效性.
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