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摘要:对于模糊控制系统稳定性问题,如何充分利用模糊规则的结构信息获得更加宽松的稳定性条件目前还没
有有效的方法. 本文针对T-S模糊模型利用输入空间新划分方法讨论了模糊控制系统的稳定性和控制器设计问题.
首先通过输入空间新划分导出了模糊规则库的一些性质. 然后,通过构建一个分段可微二次Lyapunov函数,获得了
保守性更低的稳定性充分条件.这一条件进一步转化成了设计模糊控制器的线性矩阵不等式条件.最后,仿真实验
验证了方法的有效性.
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Abstract: For fuzzy control systems, there is no effective way to determine stability conditions less conservative than
the usual ones by fully utilizing the fuzzy rules structure information. We develop the stability conditions and the design
method for the fuzzy control system by dividing its input space in a new way. The properties of the fuzzy rule base are
derived from the division of the input space. A less conservative stability condition is obtained by constructing a piecewise
differentiable quadratic Lyapunov function. This condition is transformed into the form of linear matrix inequalities for
designing the fuzzy controller. Simulation examples are given to show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
文献 [1]中提出的T-S模糊模型可以用来逼近一

类非线性系统,近来在非线性控制领域受到普遍的
关注. T-S模糊模型是由一组模糊规则构成, 其后件
是线性的, 这样非线性系统的控制问题就便于用成
熟的线性系统理论来分析. 在T-S模糊控制系统中,
一般以T-S模糊模型作为设计模型替代非线性系统,
而控制器设计采用并行分布补偿(parallel distributed
compensation, PDC)方法[2].

就T-S模糊控制系统的稳定性而言, Tanaka[3∼6]

等人利用Lyapunov直接法首先获得了系统稳定的充
分条件.后来在文献 [7]中Kim等人给出了保守性相
对较低的稳定性条件.紧接着在文献 [8]中, Liu等人
文在文献 [7]基础上把对称的松弛变量矩阵改成了
非对称的情形. 但以上这些方法保守性还是比较强,

问题在于它们都要求解出一个公共的对称正定矩

阵. 鉴于此, Cao[9, 10], Johansson[11], Zhang[12]等人进

一步研究了这一问题. Cao[9, 10]给出了一种输入空间

的划分方式,但没有充分利用模糊规则前件的结构
信息. Johansson等人考虑了将输入空间划分为多个
区域的方法, 但要寻找一个分段连续的Lyapunov函
数比较困难, 并且划分的区域数远大于规则数.
Zhang等人采用了的最大隶属度解模糊法, 但没有
充分利用激活度较小的规则信息,应用范围有限.

近年来, Antonio[13]等人利用模糊规则前件隶属

函数交叠信息,放宽了文献[7, 8]中稳定性条件,分析
了激活度的上界与稳定性条件保守性之间的关系,
但并没有考虑输入空间的划分问题.文献[14]中也考
虑了模糊规则库的结构信息,但也没有考虑输入空
间的划分问题.就输入空间划分方式来说,文献 [15]
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中的方式是目前常见的一种,如文献[16∼18]中便沿
用了这样的划分方式. 但文献 [16]没有充分利用模
糊规则前件的结构信息,而文献 [17, 18]虽考虑模糊
规则前件的结构信息,但要知道激活函数对时间导
数的上界,这是比较困难的. 另外,输入空间采用这
样的划分可以得到的结构信息还是具有一定的局限

性. 实际上,不同的划分方式会在相应的区域上挖掘
出不同类型的结构信息.那么,如何划分才能挖掘出
更加丰富的结构信息呢?

本文在文献 [8, 10, 13] 的基础上,采用一种新的
输入空间划分方式,得到保守性更低的稳定性充分
条件. 此外, 利用分段PDC方法给出了基于线性矩
阵不等式(linear matrix inequalities, LMI)的控制系统
设计方法. 通过理论分析证明了本文中的结论比文
献 [13]中的结论具有更小的保守性. 两个例子也说
明了本文方法的有效性.

2 模模模糊糊糊系系系统统统及及及输输输入入入空空空间间间的的的划划划分分分(Fuzzy sys-
tem and partitioning of input space)
本文以T-S模糊模型为设计对象[1], 其模糊规则

描述如下:

IF z1(t) is F i
1 and · · · and zs(t) is F i

s THEN

ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t), i = 1, 2, · · · , r, (1)

其中: Ai, Bi是具有适当维数的实常数矩阵, 相应
的(Ai, Bi)称为第i个子系统; F i

j表示模糊集, u(t)是
系统输入项.记:

z(t) = (z1(t), z2(t), · · · , zs(t))T,

x(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))T.

对于给定的输入对(z(t),u(t)), 采用单点模糊
化、乘积推理和加权平均解模糊化后得

ẋ(t) =
r∑

i=1

hi(z(t))(Aix(t) + Biu(t)), (2)

这里

hi(z) =
s∏

j=1

F i
j (zj)/

l∑
i=1

s∏
j=1

F i
j (zj).

虽然文献[8]给出的条件利用了模糊划分的信息,
但要面对所有规则求解出一个公共的对称正定矩

阵P ,这里仍然存在很大的保守性,目前解决这一问
题的有效手段之一是对模糊规则输入空间进行划

分,即将输入空间划分为多个区域[9, 10],然后在各个
区域上求解一个二次Lyapunov方程. 除此之外,在输
入空间划分基础上,进一步利用划分区域上结构信
息也能大幅度地降低稳定性条件的保守性. 以下本
文按另一种方式来划分输入空间,并给出相关的性

质.

以下讨论中沿用了文献 [15]中给出的关于模糊
划分的部分概念. 为引入本文的方法,以下再增加几
个概念.

设一模糊集族{F 1, F 2, · · · , F k}是某个论域U =
[a, b] ⊂ R上的一个标准模糊划分(standard fuzzy par-
tition), 其峰点分别是c1, c2, · · · , ck, 并不妨设c1 <

c2 < · · · < ck. 在论域U上引入k + 1个分点d0, d1,

· · · , dk使得有如下关系:

a = d0 <c1 <d1 <c2 <d2 < · · · < ck <dk = b.

并且选择di是区间[ci, ci+1]上使F i(z) = F i+1(z)的
一个点. 于是得到论域U上的k个区间[d0, d1], [d1,

d2], · · · , [dk−1, dk]. 显然对∀z ∈ [di−1, di]有

F i(z) > F j(z), j = 1, 2, · · · , k.

区间[di−1, di]称为模糊集F i的主导区间. 因此每一
个模糊集都有一个主导区间,并记:

m(F i) = min{F i(di−1), F i(di)},
M(F i) = max{F i(di−1), F i(di)}.

显然∀z ∈ [di−1, di], F i(z) > m(F i).

对于第i个模糊规则, 如果前件模糊集F i
1 , F i

2 ,
· · · , F i

s对应的主导区间分别是[di1
1 , di1+1

1 ], [di2
2 ,

di2+1
2 ], · · · , [dis

s , dis+1
s ], 于是可以构造s维输入空间

上的一个操作域:

Si = [di1
1 , di1+1

1 ]× [di2
2 , di2+1

2 ]× · · · × [dis
s , dis+1

s ].

因此对每一个模糊规则, 都可以构造出一个相应
的操作域. 这样本文可以将输入空间划分为r个操

作域: S1, S2, · · · , Sr. 如图1给出了2维输入空间上
的9个操作域.

图 1 输入空间上的一个划分
Fig. 1 A partition of the input space
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所有落在操作域Si中前件变量z激活的规则全体

构成一个规则组, 类似于文献 [15]中给出的最大交
叠规则组(maximal overlapped-rules group)概念,本文
给出针对操作域Si的如下模糊规则组:

Ri = {Rk|hk(z) > 0,∃z ∈ Si},
这里将Ri称为操作域Si上的激活规则组. 自然第i个

模糊规则一定在Ri中. 于是在区域Si上, 相应的局
部模型表示为

ẋ(t) =
fi∑

k=1

hki(z(t))(Akix(t) + Bkiu(t)), (3)

其中: fi为Ri中规则的个数; hki(z(t))表示局部模型
的归一化激活度,也是整体模糊模型中的一个激活
度,并满足

hki(z(t)) > 0,
fi∑

k=1

hki(z(t)) = 1.

(Aki, Bki)是局部模型上的第k个子系统, 这个子系
统也是整体模糊模型中的一个子系统.

考虑到第i个子系统(Ai, Bi)也在这个局部模型
中,因此子系统的序号规定如下:

(A1i, B1i)= (Ai, Bi);其余子系统的序号根据其
在整体模糊系统中的序号从小到大排列.

例如图1中的区域S3对应的局部模型包含了

子系统: (A3, B3), (A2, B2), (A5, B5), (A6, B6), 则
它们在第i个局部模型中分别被表示为: (A13,

B13), (A23, B23), (A33, B33), (A43, B43). hki(z(t))
与hi(z(t))之间也有类似的对应关系.

对操作域Si定义如下的特征函数:

λi(z) =

{
1, z ∈ Si,

0, 其他.
(4)

这样模糊模型(2)可以改写为

ẋ(t)=
r∑

i=1

λi(z)
fi∑

k=1

hki(z(t))(Akix(t)+Bkiu(t)).

(5)

设Uk是变量zk(k = 1, 2, · · · , s)的论域. 假设各
论域Uk(k = 1, 2, · · · , s)上的模糊划分分别是F i

k

(i = 1, 2, · · · ,mk, k = 1, 2, · · · , s). 可以在每个模
糊划分上依次取一个模糊集组合成一个序列, 将所
有序列构成一个集合,记为

F = {(F i1
1 , F i2

2 , · · · , F is
s )|1 6 i1 6 m1,

1 6 i2 6 m2, · · · , 1 6 is 6 ms}. (6)

定定定义义义 1 称一个T-S模糊模型是完备的,如果相
应模糊规则与F的序列之间存在一一映射.

由上述概念不难得到如下性质:

性性性质质质 1 如果一个T-S模糊模型是完备的, 则模
糊规则组中共有r = m1m2 · · ·ms条不同规则.

定定定义义义 2 称一个T-S模糊模型是完备标准的,如
果相应模糊规则是完备的,模糊划分是标准的.

对于完备标准的T-S模糊模型又有如下性质:

性性性质质质 2 如果T-S模糊模型(2)是完备标准的, 则
对操作域Si有

1) h1i(z) > δ, ∀z ∈ Si;

2) h1i(z) > hki(z), ∀z ∈ Si, k = 1, 2, · · · , fi;

3) 0 6 hki(z)hli(z) 6 βkli,∀z ∈ Si, k, l = 1,

2, · · · , fi, 其中

βkli =





1, k = l = 1,

γ2, k = l 6= 1,

0.25, 其他.

而这里:

δ = m(F i
1)m(F i

2) · · ·m(F i
s),

γ = max{M(F i
1), · · · ,M(F i

s)}.
证证证 首先注意到在完备模糊模型中r = m1 ·

m2 · · ·ms,又因为每个论域上的模糊划分是标准的,

所以
mi∑
j=1

F j
i (zj)=1. 因此

r∑
i=1

wi(z)=1. 这样hi(z)=

wi(z)(i = 1, 2, · · · , r).

在操作域Si上不妨设h1i = F1F2 · · ·Fs,这里F1,
F2, · · · , Fs分别是论域U1, U2, · · · , Us上模糊划分中

的一个模糊集. 注意到Si是由F1, F2, · · · , Fs的主导

区间构成的一个区域.因此

h1i(z) > m(F1)m(F2) · · ·m(Fs), ∀z ∈ Si.

任意取k 6= 1,不妨设

hki(z) = G1(z1)G2(z2) · · ·Gs(zs),

这里G1, G2, · · · , Gs是分别是论域U1, U2, · · · , Us上

模糊划分中的一个模糊集. 注意到Gj与Fj是同一个

论域Uj上的两个模糊集,且至少有一对不同.由主导
区间的概念有

G1(z1) 6 F1(z1), · · · , Gs(zs) 6 Fs(zs),∀z ∈ Si.

于是对∀z ∈ Si,有h1i(z) > hki(z).

另一方面,不妨设Gi与Fi不同,则

G1(z1)G2(z2) · · ·Gs(zs) 6 Gi(zi) 6 M(Fi),

∀(z1, · · · , zs) ∈ Si,

因此

G1(z1)G2(z2) · · ·Gs(zs) 6
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max{M(F1), · · · ,M(Fs)}, ∀(z1, · · · , zs) ∈ Si.

于是h2
ki 6 γ2(k 6= 1, ∀z ∈ Si).

对于第3个结论再注意到(或见文献[13]):

hkihli 6 hki(1− hki) 6 0.25, k 6= l.

证毕.

3 模模模糊糊糊控控控制制制系系系统统统稳稳稳定定定性性性条条条件件件(Stability condi-
tions for fuzzy control systems)
针对模糊模型(5),本文考虑如下形式的控制律:

u(t) =

{
ui, z(t) ∈ Si, t 6= τi;

uj, z(t) ∈ Si ∩ Sj(i 6= j), t = τi,
(7)

其中

ui(t) = −
fi∑

k=1

hki(z(t))Kkix(t).

而τ1, τ2, · · · , τT̄是T̄个时间序列, τi表示变量z(t)到
达某个操作域边界的时间, 并假设变量z(t)在每个
时间常数τl处是连续的.

采用上述控制律后其模糊闭环系统为

ẋ(t) =
r∑

i=1

λi(x)
fi∑

k=1

fi∑
l=1

hkihli(Aki −BkiKli)x(t).

(8)

引入以下记号:

Gkli = (Aki −BkiKli),

Qkki = GT
kkiPi + PiGkki,

Qkli = ((Gkli + Glki)TPi + Pi(Gkli + Glki))/2.

其中: i 6= j, Pi是对称正定矩阵.

结合上节性质2,获得如下:

定定定理理理 1 模糊闭环系统(8)是渐进稳定的, 如
果T̄ <∞,且对每个Si(i=1, 2, · · · , r)都存在一个共
同的对称正定矩阵Pi,一组对称正定矩阵Rkli (k 6
l),以及一组矩阵Xkli = XT

lki,使得如下矩阵不等式
成立:

1) Q11i +
fi∑

k=2

R1ki + Λi 6 X11i;

2) Q1ki + Qk1i − 2R1ki + 2Λi 6 X1ki + Xk1i,

k = 2, · · · , fi, h1ihki 6= 0;

3) Qkki −Rkki + Λi 6 Xkki, k = 2, · · · , fi;

4) Qkli + Qlki −Rkli + 2Λi 6 Xkli + Xlki,

k < l, k 6= 1, hkihli 6= 0;

5)




X11i · · · X1fii

...
. . .

...
Xfi1i · · · Xfifii


 < 0;

这里Λi = −δ2R11i +
fi∑

k=1

∑
k6l6fi

βkliRkli.

证证证 定义操作域Si上的Lyapunov函数为

Vi(x) = xTPix.

当z(t) ∈ Si, t 6= τi时,上述函数对时间的导数

V̇i(x(t)) = xT(
fi∑

k=1

fi∑
l=1

hkihliGkli)TPix +

xTPi

fi∑
k=1

fi∑
l=1

hkihliGklix =

fi∑
k=1

h2
ki {xTQkkix}+

fi∑
k=1

∑
k<l6fi

hkihli {xT (Qkli + Qlki) x}

在Si上由于性质2的3个结论成立, 并注意到Rkli是

对称正定矩阵,因此也就有如下几个式子成立:

h2
1ix

TR11ix− δ2xTR11ix > 0;

h1ih1ix
TR1kix− h1ihkix

TR1kix > 0,

k = 1, 2, · · · , fi;

βklx
TRklix− hkihlix

TRklix > 0, k 6 l,

则

V̇i(x) 6 V̇i(x) + (h2
1ix

TR11ix− δ2xTR11ix) +
fi∑

k=2

(h1ih1ix
TR1kix− h1ihkix

TR1kix) +

fi∑
k=1

∑
k6l6fi

(βklx
TRklix− hkihlix

TRklix) =

h2
1ix

T(Q11i +
fi∑

k=2

R1ki + Λi)x +

fi∑
k=2

h1ihkix
T(Q1ki + Qk1i − 2R1ki + 2Λi)x +

fi∑
k=2

h2
kix

T(Qkki −Rkki + Λi)x +

fi∑
k=2

∑
k<l6fi

hkihlix
T(Qkli + Qlki −Rkli + 2Λi)x.

由定理中的条件,有

V̇i(x) 6
fi∑

k=1

fi∑
l=1

hkihlix
TXklix < 0.

对于分界点处(即z(t) ∈ Si ∩ Sj, t = τi)左右导数的
定义及讨论过程与文献[10]相同,因此由文献[10]的
定理2.1知,系统是全局渐进稳定的. 证毕.

为说明定理1的有效性,下面的例子中在相同条
件下,采用不同的稳定性条件进行比较.

例例例 1 考虑T-S模糊模型具有如下系统参数：
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A1 =

[
5 −10
1 0

]
, B1 =

[
1
0

]
, A2 =

[
a −10
1 0

]
,

B2 =

[
b

0

]
, A3 =

[
−2 −10
1 0

]
, B3 =

[
1

0.5

]
.

指定3个子系统的闭环极点均为[−1,−15]. 于是
子系统的反馈增益Ki可以由Ackermann公式得到.
当a和b分别在区间[50, 100], [10, 50]内取值时,本文
相继采用了文献 [8]定理2, 文献 [13]定理3以及本文
中定理1进行了数值验证. 在3个定理中取参数β13 =
0, γ = 0.5, δ = 0.5.

图 2 能够判断系统为稳定的点

Fig. 2 The points at which the system can be determined to

be stabilized

注注注 1 图2中标记说明:

1) 标有“◦”的点是能用文献[13]中定理判断为稳定的
点,其余点不能断为稳定;

2) 标有“◦”和“⊗”的点都是能用本文定理1能够判
断系统为稳定的点,而“×”是不能断为稳定的点;

3) 图中所有点处采用文献 [8]中定理时均不能判断为

稳定.

从图2中可以看出,对∀a∈ [50, 100], ∀b∈ [10, 50]
文献 [8]中定理均不能判断系统是稳定的,而采用文
献 [13]中定理时在部分点处取值时可以判断系统是
稳定的, 这说明文献 [13]中定理放宽了文献 [8]中定
理的条件.采用本文定理1时可以判断为稳定的点不
仅包含文献 [13]中定理能判定为稳定点而且还增加
了很多,因此本文定理1的条件比文献 [13]中给出的
条件保守性要小.

4 模模模糊糊糊控控控制制制器器器设设设计计计(Design of fuzzy con-
troller)
上节定理1的条件不是关于反馈增益Kli的线性

矩阵不等式,因此不能直接用来设计形如式(8)的模
糊控制器. 下面的定理给出了基于LMI方法的模糊
控制器设计条件.

定定定理理理 2 模糊闭环系统(8)是渐进稳定的, 如果
T̄ < ∞,且对每个Si(i = 1, 2, · · · , fi)都存在一个共

同的对称正定矩阵Zi,一组矩阵Wki,一组对称正定
矩阵Vkli (k 6 l),以及一组矩阵Ykli = Y T

lki,使得如
下矩阵不等式成立:

1) A1iZi + ZiA
T
1i − (B1iW1i + WT

1iB
T
1i) +

fi∑
k=2

V1ki + Γi 6 Y11i;

2) (A1i + Aki)Zi + Zi(A1i + Aki)T −
((B1iWki + BkiW1i) + (B1iWki +

BkiW1i)T)−2V1ki+2Γi 6Y1ki+Yk1i, k =

2, · · · , fi, h1ihki 6= 0;

3) AkiZi + ZiA
T
ki − (BkiWki + WT

kiB
T
ki)−

Vkki + Γi 6 Ykki, k = 2, · · · , fi;

4) (Aki + Ali)Zi + Zi(Aki + Ali)T −
((BkiWli + BliWki) + (BkiWli +

BliWki)T)− Vkli + 2Γi 6 Ykli + Ylki, k <

l, k 6= 1, hlihki 6= 0;

5)




Y11i · · · Y1fii

...
. . .

...
Yfi1i · · · Yfifii


 < 0,

其中:

Γi = −δ2V11i +
fi∑

k=1

∑
k6l6fi

βkliVkli,

而反馈增益为Kki = WkiZ
−1
i .

证证证 在定理1的各个条件上分别左乘右乘矩阵
P−1

i ,并记

Zi = P−1
i , Wki = KkiZi,

Vkli = ZiRkliZi, Ykli = ZiXkliZi.

便可获得本定理的相应条件. 证毕.
定理2的各个条件是关于矩阵Zi, Wki, Vkli, Ykli

的线性矩阵不等式, 因此可以通过内点法求出可行
解, 下面例子中本文采用MATLAB中的LMI工具箱
求解.
例例例 2 考虑质量块–弹簧–阻尼器机械系统,其方

程为[15]:

ẍ=−ẋ3−0.02x−0.1x3+(1+0.13ẋ3)u. (9)

其中: x是质量块的位置, u是作用力.

设x1 =x, x2 = ẋ. 采用文献 [20]中的线性化处理
方法,在操作点(−1.5,−1.5), (0,−1.5), (1.5,−1.5),
(−1.5, 0), (0, 0), (1.5, 0), (−1.5, 1.5), (0, 1.5), (1.5,

1.5)处可分别给出相应的线性模型, 取z1 = x1,
z2 = x2,得到如下形式的模糊规则:

IF z1(t) is F k
1 and z2(t) is F l

2 THEN
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ẋ(t) = Aix(t) + Biu(t), i = 1, 2, · · · , 9,

其中: k = mod(i−1, 3)+1, l = fix((i−1)/3)+1.
mod(x, y)表示x除以y的余数, fix(x)是x的截尾取整

函数.

应模糊集合F i
j (j = 1, 2)的隶属函数取如下形

式:

F 1
j (z) =





1, z < −1.5,

− z/1.5, − 1.5 6 z 6 0,

0, z > 0,

F 2
j (z) =





(z + 1.5)/1.5, − 1.5 6 z 6 0,

(1.5− z)/1.5, 0 < z 6 1.5,

0, 其他,

F 3
j (z) =





0, z < 0,

z/1.5, 0 6 z 6 1.5,

1, z > 1.5.

由上述模糊集合形式不难计算出参数δ = 0.25,
γ = 0.5. 采用定理2,在MATLAB下利用LMI工具箱
可以求出如下所有操作域上相应的反馈增益,这里
给出S1上对应的反馈增益:

K11 = [17.2795, 6.4487],

K21 = [12.4710, 6.6307],

K31 = [6.2063, 5.5754],

K41 = [6.1262, 5.3683].

在实验中本文分别就初始条件x0 = [2,−1.5]和
x0 = [1.5, 1.5]进行了仿真实验, 图3和图4是相应的
响应曲线,从两个图中可以看出,系统是稳定的. 这
里需要补充说明的是模糊系统的稳定性不一定能保

证原系统稳定性, 但目前已有研究证明模糊系统对
原系统具有一定的逼近性能,因此这也是一种有效
的方法.

图 3 初始条件x0 = [2,−1.5]T下系统状态的响应曲线

Fig. 3 The state response of system with the initial condition

x0 = [2,−1.5]T

图 4 初始条件x0 = [1.5, 1.5]T下系统状态的响应曲线

Fig. 4 The state response of system with the initial condition

x0 = [1.5, 1.5]T

5 结结结论论论(Conclusion)
本文讨论了T-S模糊控制系统的稳定性和控制器

设计问题.为使控制系统的稳定性条件保守性更低,
一方面本文的稳定性条件中充分利用了模糊划分的

一些信息,另一方面针对不同的操作域给出不同的
PDC结构的控制策略. 为此本文给出了一种模糊规
则输入空间新的划分策略.并研究了在这种划分下
模糊模型在各个操作域上的性质. 用分段可微二次
Lyapunov稳定性方法, 获得了保守性更低的稳定性
充分条件,然后将稳定性条件转化为关于反馈增益
的线性矩阵不等式, 从而获得了判别稳定模糊控制
系统的充分条件,最后得到了设计模糊控制器保守
性更低的充分条件.
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