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摘要:针对一类不确定性时滞系统,研究线性二次型最优调节器的鲁棒性设计问题.首先基于级数近似方法,将
原标称时滞系统的最优调节器问题转化为迭代求解一族不含时滞的两点边值问题,从而获得标称时滞系统最优控
制的近似解. 然后将滑模控制理论应用于最优调节器的设计,使得系统对于不确定性具有全局的鲁棒性,并且其理
想滑动模态与标称系统的最优闭环控制系统相一致,从而实现了全局鲁棒最优滑模控制.仿真示例将所提出的方法
与相应的二次型最优控制进行比较,验证了该方法的有效性和优越性.
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Abstract: The design problem of robust optimal linear quadratic regulators(LQRs) for a class of uncertain systems
with time-delay is considered. By using a series-based approximation approach, we transform the solution of a LQR
problem into an iterative solution of a linear two-point-boundary-value problem without time-delay. After the approximate
solution to the LQR problem for the original system with time-delay is obtained, we apply the sliding-mode control theory
to design the LQR controller. Thus, a global robust optimal sliding-mode control(GROSMC) system is developed. This
system is globally robust to uncertainties, and maintains the same sliding-mode dynamics as the original optimal LQR
system. The simulation results of the proposed approach are compared with those of the original optimal LQR, successfully
demonstrating the efficiency and other advantages of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性二次型最优调节器(LQR)问题已得到了广

泛的研究和应用, 然而将LQR理论应用于时滞不确
定性系统存在以下问题: 1)时滞系统最优控制的必
要条件会导出一族难以求解的两点边值问题[1∼3];
2)当系统存在不确定因素时,以标称系统为基础设
计的最优控制系统的性能指标会偏离原最优值,从
而引起系统的性能下降,甚至引起系统的不稳定.
滑模控制的突出优点是滑动模态对参数摄动和

外界扰动等不确定因素具有完全的鲁棒性[4]. 然
而, 传统的滑模控制在趋近模态不具备滑动模态的
鲁棒性, 即不是全局鲁棒的. 为消除趋近模态, 文

献[5,6]提出了积分滑模, 保证了整个动态响应过程
都具有鲁棒性. 如何使最优控制具有积分滑模的全
局鲁棒性是一个非常有意义的研究课题,对于线性
无时滞系统,这方面的研究已取得了比较成熟的结
果[7,8]. 但是对于线性时滞系统,由于时滞的复杂性
以及时滞系统最优控制解的难以获得, 这方面的研
究虽然取得了一定成果[9,10], 但是还有很大的局限
性.
本文首先利用级数近似方法研究了具有精确模

型的时滞标称系统的最优控制问题[11],然后将积分
滑模控制用于最优控制器的鲁棒化设计,使得最优
控制对于不确定性具有积分滑模的全局鲁棒性.
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2 系系系统统统描描描述述述和和和问问问题题题提提提出出出(System description
and problem formulation)
考虑如下时滞不确定性系统



ẋ(t) = Ax(t) + Adx(t− τ) + Bu(t)+

δ(t, x(t)) + δd(t, x(t− τ)), t > 0,

x(t) = ϕ(t),−τ 6 t 6 0.

(1)

其中: x(t) ∈ Rn是状态向量, u(t) ∈ Rm是控制向

量, δ(t, x(t))和δd(t, x(t − τ))是未知的时变函数向
量,表示系统的不确定性,包括系统参数摄动、非线
性、未建模动态以及外界扰动等, τ > 0为时滞项,
ϕ(t) ∈ Rn是连续的初始向量函数, A, Ad, B是适当

维数的常量阵.
令δ = δd = 0得到系统(1)对应的标称系统为{

ẋ(t)=Ax(t)+Adx(t−τ)+Bu(t), t>0,

x(t) = ϕ(t),−τ 6 t 6 0.
(2)

对于标称系统(2), 令u = u0, 选取u0使得如下二次

型性能指标取最小值：

J =
w ∞

0
[xT(t)Q x(t) + uT

0 (t)R u0(t)]dt. (3)

其中: Q ∈ Rn×n为半正定的状态加权矩阵, R ∈
Rm×m为正定的控制加权矩阵.

假假假设设设 1 (A,B)和(A + Ad, B)都是可控对, 且
rank B= m.

假假假设设设 2 令Q = CTC,则(C, A)是可观测对,其
中C为适当维数的行满秩矩阵.

假假假设设设 3 存在未知函数向量δ̃(t, x(t))和δ̃d(t,
x(t− τ))使得以下匹配条件成立:{

δ(t, x(t)) = Bδ̃(t, x(t)),

δd(t, x(t− τ)) = Bδ̃d(t, x(t− τ)).
(4)

假假假设设设 4 存在已知正常数γ和γd满足以下关系:{
‖δ(t, x(t))‖ 6 γ‖x(t)‖,
‖δd(t, x(t− τ))‖ 6 γd‖x(t− τ)‖.

(5)

其中‖ · ‖表示矩阵或向量的Euclidean范数.

全局鲁棒最优滑模控制(GROSMC)器设计的任
务是: 首先针对标称系统设计最优调节器,然后采用
滑模控制使最优调节器鲁棒化,使得系统在不确定
性存在时,具有标称系统的最优性能,同时整个动态
过程对于不确定性具有滑动模态的完全鲁棒性.

3 时时时滞滞滞系系系统统统的的的最最最优优优控控控制制制(Optimal control for
systems with time-delay)
对于标称系统(2)的最优控制问题(3), 根据最优

控制的必要条件可得其最优控制律:

u∗0(t) = −R−1BTλ(t). (6)

λ(t)由下列方程确定:



ẋ(t)=Ax(t)+Adx(t−τ)−BR−1BTλ(t), t>0,

− λ̇(t)=Qx(t)+ATλ(t)+AT
d λ(t+τ), t>0,

λ(∞) = 0,

x(t) = ϕ(t),−τ 6 t 6 0.

(7)

方程(7)是一个既含有时滞项又含有超前项的两点
边值问题,求其精确解是十分困难的. 下面引入一个
临时变量并利用级数近似方法求解该问题.

3.1 最最最优优优调调调节节节器器器的的的近近近似似似设设设计计计(Approximation de-
sign of optimal regulators)
在u0(t), x(t)和λ(t)中引入一个临时变量ε(0 6

ε 6 1), 将其分别转换成为u0(t, ε), x(t, ε)和λ(t, ε).
假设u0(t, ε), x(t, ε)和λ(t, ε)在ε = 0处关于ε是无穷

可微的,则它们的Maclaurin级数描述为

z(t, ε) =
∞∑

i=0

εi

i!
z(i)(t). (8)

其中z(t, ε)分别表示u0(t, ε), x(t, ε), λ(t, ε),

z(i)(t) =
∂iz(t, ε)

∂εi
|ε=0.

假设式(8)表示的级数均在ε = 1处收敛.

定定定理理理 1 线性时滞系统最优控制问题(2) (3)的
最优控制律为

u∗0(t) = −R−1BT[Px(t) +
∞∑

i=0

1
i!

gi(t)]. (9)

其中P是下述Riccati方程的对称正定解

PA + APT − PBR−1BTP + Q = 0, (10)

而gi(t)是下列微分方程的解:



g0(t)=0, t > 0,

ġi(t)=−(AT−PS)gi(t)−iPAdx
(i−1)(t−τ)−

iAT
d [Px(i−1)(t+τ)+gi−1(t+τ)], t>0.

gi(∞)=0.

(11)

这里S = BR−1BT, x(i)(t)为下列微分方程的解:



ẋ(0)(t) = (A− SP )x(0)(t), t > 0,

x(0)(t) = ϕ(t), − τ 6 t 6 0,

ẋ(i)(t) = (A− SP )x(i)(t)+

iAdx
(i−1)(t−τ)−Sgi(t), t>0,

x(i)(t) = 0,−τ 6 t 6 0.

(12)
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证证证 令S = BR−1BT,针对问题(6) (7)引入临时
变量ε,构造下列两点边值问题:



ẋ(t, ε) = Ax(t, ε) + εAdx(t− τ, ε)−
BR−1BTλ(t, ε),

− λ̇(t, ε)=Qx(t, ε)+ATλ(t, ε)+εAT
d λ(t+τ, ε),

u0(t, ε) = −R−1BTλ(t, ε), t > 0,

λ(∞) = 0,

x(t) = ϕ(t),−τ 6 t 6 0.

(13)

显然,当ε = 1时,两点边值问题(13)等价于原问题.
将式(8)代入式(13), 并比较εi同因次项的系数,

得第0阶两点边值问题和第i阶两点边值问题:



ẋ(0)(t) = Ax(0)(t)− Sλ(0)(t), t > 0,

λ̇(0)(t) = −Qx(0)(t)−ATλ(0)(t), t > 0,

x(0)(t) = ϕ(t), − τ 6 t 6 0,

λ(0)(∞) = 0,

(14)





ẋ(i)(t)=Ax(i)(t)+iAdx
(i−1)(t−τ)−Sλ(i)(t),

λ̇(i)(t)=−Qx(i)(t)−ATλ(i)(t)−
iAdx

(i−1)(t+τ),

x(i)(t) = 0,−τ 6 t 6 0,

λ(i)(∞) = 0, i = 1, 2, 3 · · · ,

(15)

以及第i阶最优控制律

u
(i)
0 (t) = −R−1BTλ(i)(t), i = 0, 1, 2 · · · . (16)

方程(14)为无时滞的线性两点边值问题,可以方便地
求得其解. 而方程(15)中的滞后项和超前项不再作
为相关变量出现,而是作为已知的低一阶项x(i−1)(t)
及λ(i−1)(t)确定的激励函数,它们可由第(i− 1)阶两
点边值问题的解求出.因此,方程(15)是非齐次线性
两点边值问题.
方程(15)中x(i)(t)和λ(i)(t)之间仍然是相互耦合

的. 令

λ(i)(t) = Px(i)(t) + gi(t), i = 0, 1, 2, · · · . (17)

这里, gi(t)是伴随向量, 且g0(t) = 0, P是n × n正

定常数阵. 将式(17)代入式(14)∼(16), 整理即可得
到(10)∼(12)以及

u∗0(t, ε) = −R−1BT[Px(t, ε) +
∞∑

i=0

εi

i!
gi(t)]. (18)

令ε = 1,则得到最优控制律(9). 证毕.

注注注 1 由于无法求得当k →∞时该问题的解,通常取
式(9)级数的前N项,作为最优控制问题(2) (3)的近似解.

u∗0N (t) = −R−1BT[Px(t) + g̃N (t)]. (19)

其中g̃N (t) =
NP

i=0
gi(t)/i!.

注注注 2 迭代次数N定义为性能指标相对误差|(Ji −
Ji−1)/Ji|进入预先选定的误差带α, 并且不再超出该误差

带所需要的次数.

3.2 闭闭闭环环环系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis of
closed-loop systems)
标称系统(2)在控制律(19)作用下的闭环系统为

ẋ(t) = (A−BR−1BTP )x(t) +

Adx(t− τ)−BR−1BTg̃
N
(t). (20)

引引引理理理 1 对于向量p, q ∈ Rn及任意正实数µ,有

pTq + qTp 6 µpTp +
1
µ

qTq.

引理1显然成立,证明从略.

定定定理理理 2 对于时滞线性系统的最优控制问题(2)
(3),在最优反馈控制律(19)作用下的闭环系统(20)是
不依赖于时滞渐近稳定的, 如果存在一个矩阵T >

0,使得下列线性矩阵不等式成立.[
−Q−PBR−1BTP +T +P 2 PAd

AT
d P −T

]
< 0. (21)

证证证 选取系统(20)侯选的正定Lyapunov泛函为

V (x) = xTPx+
w t

t−τ
xT(ρ)Tx(ρ)dρ+

w ∞
t

hT(µ)h(µ)dµ, (22)

其中T ∈ Rn×n且T > 0, h(t) = −BR−1BTg̃
N
(t).

将V (x)沿方程(20)对t求导并考虑式(10)及引理1得:

V̇ (x)6
[
xT(t) xT(t−τ)

]
[

F PAd

AT
d P − T

][
x(t)

x(t−τ)

]
.

式中F = −Q − PBR−1BTP + T + P 2. 因此若条
件(21)满足, 则V̇ (x)负定, 即闭环系统(20)是不依赖
于时滞渐近稳定的. 证毕.

4 GROSMC的的的设设设计计计(Design of GROSMC)
方程(20)的解即为标称系统的最优轨线x∗(t). 下

面引入积分滑模控制,使系统在不确定性存在的情
况下运动轨迹与标称系统的最优轨迹相同.

4.1 最最最优优优积积积分分分滑滑滑模模模面面面的的的设设设计计计(Design of optimal
integral sliding mode surface)
对于不确定性系统(1),选择如下积分滑模面：

s(t, x(t), x(t− τ)) =

G[x(t)−x(0)]−G
w t

0
[(A−BR−1BTP )x(r) +

Adx(r − τ)−BR−1BTg̃
N
(r)]dr = 0, (23)
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其中选择满秩矩阵G ∈ Rm×n使得矩阵GB是非奇

异的. 对于任意给定初始条件x(0), 都能满足s(0)
= 0,从而取消趋近模态. 当系统进入滑模后,有s(t)
= 0, ṡ(t) = 0. 考虑系统(1)可得等效控制:

ueq = −(GB)−1[GBR−1BTPx(t) +

GBR−1BTg̃
N
(t) + Gδ + Gδd]. (24)

将式(24)代入式(1),并考虑假设3可以导出理想滑动
运动方程与标称系统的最优控制闭环方程(20)完全
相同, 其稳定性可由定理2来判定. 式(23)被称为最
优滑模面.

4.2 最最最优优优滑滑滑模模模控控控制制制律律律的的的设设设计计计(Design of optimal
sliding mode control law)
取变结构控制律




u = u0 + u1,

u0 = −R−1BT(Px + g̃
N
),

u1 = −(GB)−1[η + γ‖G‖‖x(t)‖+
γd‖G‖‖x(t− τ)‖]sgn s.

(25)

其中: u0为连续控制项, 用以镇定和优化标称系
统(2); u1为不连续控制项,称为积分滑模补偿控制,
用以克服系统(1)中的不确定因素的影响, η为适当

的正常数.

定定定理理理 3 对于不确定性系统(1), 按式(23)选取
滑模面, 滑模控制律(25)保证起始于任意点的系统
的状态在有限时间内到达滑模面且随后一直保持在

上面.

证证证 选取Lyapunov函数V = sTs/2, 沿方程(1)
对t求导, 考虑假设3和假设4, 并注意到‖s‖1 > ‖s‖,
(‖ · ‖1表示1–范数),可得:

V̇ = sTṡ 6 −η‖s‖ < 0, ‖s‖ 6= 0, (26)

即滑模存在条件和有限时间到达条件成立.

证毕.

注注注 3 对于不确定性时滞系统(1),按式(23)构造积分

滑模面,按式(25)选取滑模变结构控制律,则系统的整个动

态过程对于给出的二次型性能指标(3)以及满足匹配条件

的不确定性是全局鲁棒最优的.

5 仿仿仿真真真示示示例例例(A simulation example)
考虑一个形如式(1)的二阶线性时滞不确定性系

统,已知:

A =

[
0 1

−1 1

]
, Ad =

[
0 0.5
0.5 0.5

]
, B =

[
1
1

]
,

δ = [1 1]T[0.2x1(t) + 1.0 cos(0.5t)x2(t)],

δd = [1 1]T[0.5sin(0.5t)x1(t− τ)], τ = 0.6 s,

x(t) = [1 1]T,−0.6 6 t 6 0.

系统的二次型性能指标用式(3)描述,其中

Q =

[
2 0
0 3

]
, R = 2.

下面针对该系统分别采用LQR和GROSMC方法
进行设计,并对控制效果进行仿真比较.
选取最优指标逼近精度α = 0.001, 求取标称

系统最优控制律的递推过程的性能指标及精度如

表1所示. 表中Er = |(Ji − Ji−1)/Ji|. 随着逼近阶数
的增加, 性能指标值逐渐减小, 并趋近最优性能指
标.当i > 6之后, Er 6 α,认为已经获得满足精度要
求的最优控制律.取N = 8递推的结果作为确定最
优控制律的依据.

表 1 性能指标及相对精度

Table 1 Performance values and relative accuracy

i 1 3 5
Ji 4.1623 3.9872 3.9597
Er — 1.63× 10−3 2.30× 10−3

i 6 7 8
Ji 3.9560 3.9547 3.9542
Er 9.39× 10−4 3.26× 10−4 1.33× 10−4

取G = [0 1],由已知条件知, γ = 1.2, γd = 0.5,
选η = 0.1.
为便于比较, 图1示出了以下3种情况的响应曲

线: 标称系统(2)在LQR控制下的动态响应、不确定
性系统(1)分别在LQR和GROSMC控制下的动态响
应.可以看出,系统在有不确定性因素影响时, 最优
控制下的动态响应偏离了原最优轨线,二次型性能
指标也大大超过了原最优值,而GROSMC的状态轨
线几乎不受不确定性的影响,性能指标与标称系统
的最优轨线相差不大,充分说明了所提出的控制方
法的优越性.

(a) 状态x1(t)
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(b) 状态x2(t)

(c) 性能指标J(t)

图 1 LQR与GROSMC比较

Fig. 1 Comparison between LQR and GROSMC

6 结结结论论论 (Conclusion)
本文将滑模控制理论应用于LQR的设计,在研究

了基于级数近似方法设计时滞系统最优调节器的基

础上, 针对时滞不确定性系统提出了一种鲁棒积分
最优滑模面和滑模控制律的设计方法, 使得最优调
节器在不确定性存在的情况下, 具有积分滑模的全
局鲁棒性, 同时理想滑动运动对于给定的二次型性
能指标保持最小值.
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