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摘要:分析了一类具有漏泄时滞的高阶细胞神经网络的多周期性和指数收敛性. 给出了保证此类网络的周期环
在饱和区内局部指数收敛的充分条件.所得结果表明,一个n维网络可以有2n个周期环存在于饱和区,而且这些周
期环是局部指数收敛的. 仿真实例进一步证明了结论的有效性.
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Multiperiodicity analysis of higher-order cellular neural
networks with leakage time-lags
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(School of Communication and Control Engineering, Jiangnan University, Wuxi Jiangsu 214122, China)

Abstract: The multiperiodicity and the exponential convergence of a class of higher-order cellular neural networks with
leakage time-lags are analyzed. A sufficient condition for guaranteeing periodic orbits of this kind of networks to be locally
exponentially convergent in saturation regions is obtained. The results show that an n-dimensional neural network can
have 2n periodic orbits located in saturation regions, and these periodic orbits are locally exponentially convergent. The
simulation example shows the effectiveness of the results.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从L.O.Chua等[1]首次提出细胞神经网络

(CNNs)理论与应用以来, CNNs已经成功地用于信
号处理和图像处理等问题.由于在信号放大器的设
计中,时滞不可避免,而时滞扰动可能导致系统不稳
定或振动, 因此时滞细胞神经网络(DCNNs)的稳定
性研究引起了广泛的重视.

然而, 目前大部分关于神经网络稳定性的研究
都是围绕单稳定性展开的. 但单稳定网络不能处
理重要的神经计算, 如决策选择等问题, 因此在
应用方面受到诸多限制. 最近, Nie等[2], Zeng等[3],

Huang等[4,5]重点研究了各类神经网络的多稳定性问

题,并提出一些创新性结果.除稳定性之外, 一个激
励状态可能围绕一个轨道周期振荡, 在这种情况下
收敛子就是一个极限环. 文献[6]指出, 这种极限环
可以通过存储模式应用到联想记忆中. 因为一个平
衡点可以看成具有任意周期振荡的特殊形式, 所以
神经网络的周期性研究比稳定性研究更具有概括

性. Cao等[7]研究了一类带有特殊激励函数的Cohen-
Grossberg神经网络, 讨论了该系统的多稳定性与多
周期性.

近年来, 由于高阶神经网络在网络的逼近能
力、收敛速度、存储水平和容错能力等多方面较

之一阶神经网络具有更强的功能,因而高阶神经网
络的研究愈来愈受到人们的重视[8]. 另外,时滞神经
网络的稳定化负反馈项往往瞬间表现出来, 这些项
通常称为“遗忘项”或“漏泄项”[9]. 文献[10]指
出,在稳定化负反馈项中的时滞可能会导致一个系
统的不稳定. 因此, 研究具有漏泄时滞的高阶细胞
神经网络模型的多周期性和多稳定性具有重要的意

义.

本文初步探讨了一类具有漏泄时滞的高阶细胞

神经网络(HOCNNs)模型的多周期性和多稳定性问
题.利用细胞神经网络激励函数的特性,对该网络在
饱和区周期解的局部指数收敛性进行了分析,并给
出了一些充分性的判据.
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2 系系系统统统描描描述述述与与与准准准备备备工工工作作作(System description
and preliminaries)
考虑带漏泄时滞的高阶细胞神经网络如下:

dxi(t)
dt

=−xi(t− τi(t)) +
n∑

j=1

aijfj(xj(t)) +

n∑
j=1

bijfj(xj(t− τj(t))) +
n∑

j=1

n∑
k=1

cijk ×

fj(xj(t− τj(t)))fk(xk(t− τk(t))) +

ui(t), i = 1, 2, · · · , n, (1)

其中: xi(t)表示第i个神经元状态; aij和bij为网络的

一阶连接权重; cijk为网络的二阶连接权重; ui(t)表
示第i个具有ω周期的外部输入变量; τi(t)为变时滞
且满足0 6 τi(t) 6 τ < +∞; f(·)是细胞神经网络
的激励函数,定义为f(y) =

1
2
(|y + 1| − |y − 1|).

定义C([t0 − τ, t0], Θ)为[t0 − τ, t0] → Θ ∈ Rn映

射的连续函数空间,其范数为

‖φ‖t0 = max
16i6n

{ sup
s∈[t0−τ,t0]

|φi(s)|},

其中φ(s) = (φ1(s), φ2(s), · · · , φn(s))T.设

‖x‖ = max
16i6n

{|xi|}

为向量x = (x1, x2, · · · , xn)T的向量范数.

对于任意φ, ϕ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ),其中

φ(s) = (φ1(s), φ2(s), · · · , φn(s))T,

ϕ(s) = (ϕ1(s), ϕ2(s), · · · , ϕn(s))T.

令

‖φ, ϕ‖t0 = max
16i6n

{ sup
s∈[t0−τ,t0]

|φi(s)− ϕi(s)|}

作为一个在C([t0 − τ, t0], Θ)上的测度.

定义

(−∞,−1)=(−∞,−1)1×[−1, 1]0×(1,+∞)0,

[−1, 1] = (−∞,−1)0 × [−1, 1]1 × (1,+∞)0,

(1,+∞) = (−∞,−1)0 × [−1, 1]0 × (1,+∞)1,

R=(−∞,+∞)=(−∞,−1)∪[−1, 1]∪(1,+∞),

则(−∞,+∞)n可以分为3n个子空间:

Ω =

{
n∏

i=1

(−∞,−1)δ
(i)
1 × [−1, 1]δ

(i)
2 × (1,+∞)δ

(i)
3 ,

(δ(i)
1 , δ

(i)
2 , δ

(i)
3 )=(1, 0, 0)或者(0, 1, 0)或者

(0, 0, 1), i = 1, 2, · · · , n.}. (2)

另外, Ω也可以分为3个子空间:

Ω1 = {[−1, 1]n},

Ω2 = {
n∏

i=1

(−∞,−1)δ(i) × (1,+∞)1−δ(i)
,

δ(i) = 1 or 0, i = 1, 2, · · · , n},
Ω3 = Ω −Ω1 −Ω2.

因此, Ω1由1个区域构成, Ω2由2n个区域构成, Ω3由

3n − 2n − 1个区域构成.

定定定义义义 1 如果x∗(t)是HOCNN(1)的一个孤立的
周期轨迹, 则称x∗(t)是该HOCNN的周期环, 即存
在ω > 0使得∀t > t0, x∗(t + ω) = x∗(t), 且存
在ξ > 0使得

∀x̄ ∈ {
x|0 < ‖x, x∗(t)‖ < ξ, x ∈ Rn, t > t0

}
,

其中x̄不是HOCNN(1)的任意周期轨迹上的点.

定定定义义义 2 HOCNN(1)的一个周期环x∗(t)在区
域Υ中是局部指数收敛的, 如果存在常数α > 0,

β > 0使得

‖x(t; t0, φ)− x∗(t)‖ 6 β‖φ‖t0e
−α(t−t0), ∀t > t0,

其中x(t; t0, φ)是HOCNN(1)在初始条件(t0, φ)下的
状态, φ(ϑ) ∈ C([t0− τ, t0], Υ ), Υ是周期轨迹x∗(t)的
局部指数收敛集. 当Υ = Rn时, x∗(t)是全局指数收
敛. 特别地, 当x∗(t)为不动点时, 则HOCNN(1)是全
局指数稳定的.

引引引理理理 1[11] 令Θ为有界且在Rn上的闭集, H是

一个在完备矩阵空间(Θ, ‖·, ·‖)上的映射,其中

‖x, y‖t0 = max
16i6n

{|xi − yi|},∀x, y ∈ Θ

是一个在Θ上的测度. 如果H(Θ) ⊂ Θ, 且存在常

数α < 1使得

‖H(x),H(y)‖ 6 α‖x, y‖, ∀x, y ∈ Θ,

则存在x0 ∈ Θ使得H(x0) = x0.

假设N1 ∪ N2 ∪ N3 = {1, 2, · · · , n}, N1 ∩ N2,

N2 ∩N3和N1 ∩N3均为空集. 定义

Θ1 =
{
x ∈ Rn|xi ∈ (−∞,−1), i ∈ N1;

xi ∈ (1,+∞), i ∈ N2;

xi ∈ [−1, 1], i ∈ N3

}
.

注意到Θ1 ⊂ Ω, 其中Ω由式(2)定义. 若N3为空, 则
令

Θ2 =
{
x ∈ Rn|xi ∈ (−∞,−1), i ∈ N1;

xi ∈ (1,+∞), i ∈ N2

}
.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 对∀i ∈ {1, 2, · · · , n}, ∀t > t0,如果有
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|ui(t)|< aii − 1−
n∑

j=1,j 6=i

|aij| −
n∑

j=1

|bij| −
n∑

j=1

n∑
k=1

|cijk|, (3)

则HOCNN(1)在Ω2内有2n个局部指数收敛极限环.

证证证 如果∀s ∈ [t0−τ, t], x(s) ∈ Θ2,由系统(1)和
激励函数特性可知:

dxi(t)
dt

=−xi(t− τi(t))−
∑

j∈N1

(aij + bij) +
∑

j∈N2

(aij + bij) +
∑

j,k∈N1 or j,k∈N2

cijk −
∑

j∈N1,k∈N2 or j∈N2,k∈N1

cijk + ui(t). (4)

当i ∈ N2和xi(t) = 1时,由式(3)和(4)得
dxi(t)

dt
=−1− ∑

j∈N1

(aij + bij) +
∑

j∈N2

(aij + bij) +
∑

j,k∈N1 or j,k∈N2

cijk −
∑

j∈N1,k∈N2 or j∈N2,k∈N1

cijk+ui(t)>0. (5)

当i ∈ N1和xi(t) = −1时,由式(3)和(4)得
dxi(t)

dt
= 1− ∑

j∈N1

(aij + bij) +
∑

j∈N2

(aij + bij) +
∑

j,k∈N1 or j,k∈N2

cijk −
∑

j∈N1,k∈N2 or j∈N2,k∈N1

cijk+ui(t)<0. (6)

由式(5)和(6)可知, 如果∀φ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ2),
则x(t; t0, φ)将保持在Θ2区域内.

令xi(t; t0, φ)和xi(t; t0, ϕ)分 别 为HOCNN(1)的
两个初始条件(t0, φ)和(t0, ϕ)下的两个状态,其中φ,

ϕ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ2).
由式(1)和(4)知,对∀t > t0,有

d(xi(t; t0, φ)− xi(t; t0, ϕ))
dt

=

−(xi(t− τi(t); t0, φ)− xi(t− τi(t); t0, ϕ)),

∀i ∈ {1, 2, · · · , n}. (7)

因此,对∀t > t0,有

|xi(t; t0, φ)− xi(t; t0, ϕ)| 6 ‖φ, ϕ‖t0e
−(t−τ−t0),

∀i ∈ {1, 2, · · · , n}. (8)

定义x
(t)
φ (θ) = x(t + θ; t0, φ), θ ∈ [t0 − τ, t0].

根据式(5)和(6)可知, 对∀φ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ2),
有x

(t)
φ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ2).

通过H(φ) = x
(ω)
φ 定义一个映射

H : C([t0 − τ, t0], Θ2) → C([t0 − τ, t0], Θ2),

则有

H(C([t0 − τ, t0], Θ2)) ⊂ C([t0 − τ, t0], Θ2),

且Hm(φ) = x
(mω)
φ .

选择一个正整数m使得

e−(mω−τ) 6 α < 1. (9)

由式(8)和(9)可得

‖Hm(φ),Hm(ϕ)‖t0 6
max
16i6n

{ sup
θ∈[t0−τ,to]

|xi(mω + θ; t0, φ)−

xi(mω + θ; t0, ϕ)|} 6
‖φ, ϕ‖t0e

−(mω−τ) 6
α‖φ, ϕ‖t0 . (10)

根据引理1, Hm是一个收缩映射, 故存在唯一不动
点φ∗ ∈ C([t0 − τ, t0], Θ2)使得

Hm(φ∗) = φ∗.

另外,容易得出

Hm(H(φ∗)) = H(Hm(φ∗)) = H(φ∗).

因此, H(φ∗)也是Hm的一个不动点. 由映射Hm不

动点的唯一性可知H(φ∗) = φ∗,即x
(ω)
φ∗ = φ∗.

令x(t; t0, φ∗)为HOCNN(1)的一个状态，且初始
条件为(t0, φ∗).由式(1)可得

dxi(t; t0, φ∗)
dt

=

−xi(t− τi(t); t0, φ∗)−
∑

j∈N1

(aij + bij) +
∑

j∈N2

(aij + bij) +
∑

j,k∈N1 or j,k∈N2

cijk −
∑

j∈N1,k∈N2 or j∈N2,k∈N1

cijk +

ui(t), ∀i = 1, 2, · · · , n, ∀t > t0. (11)

所以有

dxi(t + ω; t0, φ∗)
dt

=

−xi(t + ω − τi(t + ω); t0, φ∗)−
∑

j∈N1

(aij + bij) +
∑

j∈N2

(aij + bij) +
∑

j,k∈N1 or j,k∈N2

cijk −
∑

j∈N1,k∈N2 or j∈N2,k∈N1

cijk +

ui(t), ∀i = 1, 2, · · · , n, ∀t > t0. (12)

这说明x(t + ω; t0, φ∗)也是HOCNN(1)初始条件为
(t0, φ∗)的一个状态,因此有

x(t + ω; t0, φ∗) = x(t; t0, x
(ω)
φ∗ ) = x(t; t0, φ∗).

所以x(t; t0, φ∗)是HOCNN(1)的一个周期为ω的周期
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轨迹. 由式(8)可知带有初始条件(t, φ)(φ ∈ C([t0 −
τ, t0], Θ2))的HOCNN(1)的任意状态将随t → ∞ 指
数收敛到这一周期轨迹上. 所以, Θ2是x(t; t0, φ∗)的
一个局部指数收敛集. 因为Ω2中存在2n个区域, 所
以在Ω2内存在2n个孤立周期轨迹,并且这2n个孤立

周期轨迹是局部指数收敛的.

证毕.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
下面通过一个仿真实例来说明文中结论的有效

性. 考虑具有漏泄时滞的高阶细胞神经网络如下:
dxi(t)

dt
=−xi(t− 0.8) +

3∑
j=1

aijfj(xj(t)) +

3∑
j=1

bijfj(xj(t− 0.6)) +
3∑

j=1

3∑
k=1

cijk ×

fj(xj(t− 0.2))fk(xk(t− 0.2)) +

ui(t), i = 1, 2, 3. (13)

令A = (aij)3×3, B = (bij)3×3, Ci = (cijk)3×3, i =
1, 2, 3.设

A=




6 − 0.5 0.1
0.7 8 0

−1.1 0.2 7


 , B=




0.1 0.3 0.2
−0.2 − 0.1 0.3

0.6 0.4 0.5


 ,

C1 =




0.1 − 0.2 0.1
−0.3 0.1 0.4
−1 0.4 0.1


, C2 =




0.1 0 0.1
1.2 − 0.4 0.4

−0.2 0.3 0.5


,

C3 =




0.1 0.2 0.1
0 0.4 0.4

−0.2 0.4 0.1


, u1(t)=0.8 cos t,

u2(t)=−0.9 sin t, u3(t)=0.5(cos t + sin t).

容易验证以上系数满足(3),根据定理1, HOCNN(13)
有23 = 8个周期环, 且是局部指数收敛的. x1(t),
x2(t)和x3(t)各80个随机初始条件下的相位图如
图1所示.

图 1 系统状态x1(t), x2(t)和x3(t)的相位图

Fig. 1 The phase plot of the states x1(t), x2(t) and x3(t)

5 结结结束束束语语语(Conclusions)
根据细胞神经网络激励函数的特性和不动点定

理, 研究了一类具有漏泄时滞的高阶细胞神经网络
的多周期性和多稳定性. 给出了该类神经网络的周
期环或平衡点在饱和区内局部指数收敛的充分性判

据. 仿真实例表明了所得结论的有效性.
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