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摘要:针对多变量饱和线性系统的时变参考输入跟踪问题,研究了一种组合非线性输出反馈控制器的设计方法.
基于原始的组合非线性反馈理论,构造了全阶和降阶输出反馈控制器. 控制器由线性输出反馈项和非线性反馈项
组成,使得闭环系统在包含于吸引域的不变集内渐近稳定. 除了能够跟踪时变参考输入外,系统还具有良好的动态
性能.仿真结果说明了所开发控制器的有效性.
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Extended composite nonlinear output feedback control
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Abstract: A new composite nonlinear output feedback controller is proposed to track the time-varying reference inputs
for multivariable linear systems with input saturation. Based on the original composite nonlinear feedback theory, we
respectively developed the full-order and the reduced-order output feedback controllers. Both controllers consist of linear
output feedback and nonlinear feedback, resulting in a closed-loop system with asymptotic stability in the invariant set
inside the domain of attraction. Besides the guaranteed ability of tracking time-varying reference inputs, the systems have
an excellent transient performance. Simulation results demonstrate the feasibility of the proposed controller.
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1 引引引言言言(Introduction)
每个控制执行器都有物理限制,当输入超过这一

限制时, 执行器发生饱和.导致系统性能弱化, 严重
的情况下甚至丧失稳定性. 一个典型的例子是积分
抖动[1], 当含有积分环节的控制信号使执行器达到
极限位置时,误差持续积分. 这时,控制信号的增加
不仅对系统输出无任何影响,反而会引起超调量增
加,调节时间变长,控制品质严重弱化.

为避免饱和的不利影响,充分利用执行器的控制
能力并增强系统的动态性能, Lin和Saberi提出了一
类高低增益反馈技术[2], 它由低增益线性反馈项和
高增益线性反馈项组合而成. 低增益反馈确保平衡
点渐近稳定及通过调整参数扩大包含预先给定有界

集的吸引域;高增益反馈使执行器饱和,增强控制能
力. 虽然这类方法能够加快系统的响应速度并抑制
干扰, 但高增益项无法改变闭环系统的阻尼系数使
动态过程尽可能地平滑.

当高增益项为依赖于系统状态的非线性函数

时,产生了最初的组合非线性反馈控制[3](composite
nonlinear feedback, CNF).它由线性反馈控制和非线
性反馈控制组合而成, 是一种非线性设计方法. 线
性反馈控制的目的是设计较小的阻尼率,确保响应
快速,而非线性反馈控制的目的是当系统响应输出
逼近参考输入时, 调整依赖于系统状态的非线性反
馈项, 增大阻尼系数避免超调. 最初的CNF律解决
了2阶系统的状态反馈控制问题.在现实中, 由于系
统本身的物理特性和量测手段的限制,系统内部状
态不可能全部测量, 状态反馈的物理实现几乎不可
能. 因此, Chen等人将其拓展至输出反馈控制[4], 由
观测器重构系统状态实现反馈控制, 而后又推广
到高阶多变量饱和线性系统[5]. 但是, 上述控制策
略[3∼5]只能跟踪定常参考输入, 不具备跟踪时变输
入的能力. 为此,文献[6]引入辅助信号发生器,来解
决SISO系统的时变输入跟踪控制,但对于高阶多变
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量系统还未有合理的解决方案.主要问题在于系统
的状态无法全部测量时, 控制律的设计及如何在执
行器饱和时确保系统的稳定性.

本文针对高阶多变量饱和线性系统中时变参考

输入的跟踪控制问题, 研究CNF输出反馈控制器的
设计.给出低增益线性输出反馈和高增益非线性反
馈的设计方法,构造CNF输出反馈控制器,并完成在
吸引域内的稳定分析.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description )
考虑多变量饱和线性系统





ẋ = Ax + Bsat(u), x(0) = x0,

z = C1x,

y = C2x,

(1)

其中: x ∈ Rn为系统状态, u ∈ Rm为控制输入,
z ∈ Rp为控制输出, y ∈ Rq为测量输出, A, B,
C1和C2为相应维数的定常矩阵. 假设(A,B)可镇
定, (A,C2)可检测. 饱和函数sat(u) : Rn → Rn具有

如下形式:

sat(u) =




sat(u1)
sat(u2)

...
sat(un)




, (2)

其中:

sat(ui) = sgn min{ui,max, |ui|},
ui,max为每个执行器所能提供的最大输入幅值.

基于观测器的动态输出反馈控制为
{

ẋc = Acxc + Bcy,

u = f(xc, xd, y),
(3)

其中: xc ∈ Rnc为控制器状态, Ac和Bc为相应维数

的矩阵,控制信号u为xc, xd和y的非线性函数; nc为

控制器维数, s为可测状态的维数. 当nc = n时,控制
器为全阶;当nc = n− s时,控制器为降阶.

控制目标为设计具有非线性增益的CNF输出反
馈控制,使系统控制输出z(t)渐近跟踪参考输入r(t):

lim
t→∞

z(t) = r(t), (4)

其中: r(t) = C1xd(t), xd(t)为期望状态向量, 1阶导
数ẋd(t) ∈ Rn连续有界. 要求跟踪过程尽可能地快
速和平滑(尽可能小的超调), 没有执行器饱和的不
利影响.

3 组组组 合合合 非非非 线线线 性性性 输输输 出出出 反反反 馈馈馈 控控控 制制制 器器器 设设设

计计计(Composite nonlinear output feedback
controller design)

3.1 全全全阶阶阶输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计(Full order output
feedback controller design)
最初的CNF控制律[3]由线性反馈uL和非线性反

馈uN组合而成,即

u = uL + uN. (5)

线性反馈uL实现对参考输入的渐近跟踪并确保响应

快速,非线性反馈uN帮助避免超调.因此,结合观测
器的CNF输出反馈控制器的设计过程也分为3个步
骤: 首先设计线性输出反馈, 然后设计非线性反馈,
最后将两者组合,形成所谓的CNF输出反馈控制器.

Step 1 设计线性输出反馈律:{
ẋc = (A + LC2)xc− Ly + Bsat(uL),

uL = Fxc − Fxd + Hẋd.
(6)

选择增益矩阵F和L使(A+BF )和A+LC2 Hurwitz
稳定, 闭环系统的主导极点具有较小的阻尼率以至
具有快速的响应速度.

　Step 2 构造非线性反馈律.

　给定正定矩阵Q ∈ Rn×n, P为下述Lyapunov
方程的解:

(A + BF )TP + P (A + BF ) = −Q. (7)

由于A + BFHurwitz稳定, P必定存在. 构造的非线
性反馈律为

uN = −ρ(xc, xd)BTP (xc − xd), (8)

其中: ρ(xc, xd) = diag{ρ1(xc, xd), ρ2(xc, xd), · · · ,

ρm(xc, xd)}, ρi(xc, xd)为非负定函数且在xc和xd满

足局部Lipschitz属性, 典型的非线性函数ρi(xc, xd)
的选取可参考文献[3]．

Step 3 全阶组合非线性输出反馈控制器.

将线性输出反馈和非线性反馈组合, 形成如下
的CNF反馈控制器:




ẋc = (A + LC2)xc − Ly + Bsat(u),

u = Fxc − Fxd + Hẋd−
ρ(xc, xd)BTP (xc−xd).

(9)

为进一步推导,给定正定矩阵Qc ∈ Rn×n,满足

Qc > FTBTPQ−1PBF. (10)

为保证闭环系统的稳定性,该条件[5]是非常必要的.
Pc为下列Lyapunov方程的解:

(A + LC2)TPc + Pc(A + LC2) = −Qc. (11)
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由于A + LC2渐近稳定, Pc必定存在.
基于定常参考输入的 CNF 输出反馈跟踪理

论[4,5],给出如下结果:

定定定理理理 1 对于饱和线性系统(1)和全阶CNF输出
反馈控制器(9),如果下述条件成立:

1) 存在c > 0和∆ ∈ (0, 1),使[
x

xc

]
∈ LV (c) :=

{
[

x

xc

]
:
[

x

xc

]T [
P 0
0 Pc

] [
x

xc

]
6 c} ⇒

{
[

x

xc

]
: |Fi(x + xc)| 6

(1−∆)ui,max, i = 1, 2, · · · ,m}. (12)

2) 各初始状态及期望状态的1阶导数ẋd满足



[
x(0)− xd(0)
xc(0)− x(0)

]
∈ LV (c),

|Hiẋd|6∆ui,max, i=1, 2, · · · ,m.

(13)

3) 期望状态xd和它的1阶导数ẋd满足

Axd + (BH − I)ẋd = 0. (14)

则必定存在ρ∗ > 0, 对于所有的i, 有|ρi(xc, xd)| 6
ρ∗(i = 1, 2, · · · ,m), CNF输出反馈控制器(9)能够驱
动系统控制输出z(t)渐近跟踪参考输入r(t).

证证证 合并CNF输出反馈控制器(9)和系统(1), 定
义跟踪误差x̃ = x− xd和观测误差x̃c = xc − x为新

的状态变量,由条件3),产生的误差动力学为[ ˙̃x
˙̃xc

]
=

[
A + BF BF

0 A + LC2

] [
x̃

x̃c

]
+

[
B

0

]
{sat(F (x̃ + x̃c) + Hẋd −

ρ(xc, xd)BTP (x̃ + x̃c))−
F (x̃ + x̃c)−Hẋd}. (15)

定义Lyapunov函数

V =
[
x̃

x̃c

]T [
P 0
0 Pc

] [
x̃

x̃c

]
. (16)

V沿闭环系统(15)的导数为

V̇ =[
x̃

x̃c

]T [
−Q PBF

F TBTP −Qc

][
x̃

x̃c

]
+

2x̃TPB{sat(F (x̃ + x̃c) +

Hẋd − ρ(xc, xd)BTP (x̃ + x̃c))−
F (x̃ + x̃c)−Hẋd} =

[
x̃

x̃c

]T [
−Q PBF

F TBTP −Qc

][
x̃

x̃c

]
+

2
n∑

i=1

(BTPx̃)i[sat
(
ki − ρi(xc, xd)vi

)− ki].

(17)

其中: vi是BTP (x̃ + x̃c)的第i个元素, ki = Fi(x̃ +

x̃c) + Hiẋd. 那么,对于所有的

[
x̃

x̃c

]
∈ LV (c),由条

件1)和2),存在

|ki| 6 |Fi(x̃ + x̃c)|+ |Hiẋd| 6 ui,max. (18)

因此, sat
(
ki − ρi(xc, xd)vi

)− ki值的范围是




0<sat(ki−ρi(xc, xd)vi)−ki <−ρi(xc, xd)vi,

ui > ui,max;
sat(ki − ρi(xc, xd)vi)− ki = −ρi(xc, xd)vi,

|ui| 6 ui,max;
−ρi(xc, xd)vi <sat(ki − ρi(xc, xd)vi)− ki <0,

ui < −ui,max.

(19)

显然,一定存在0 6 ri 6 1(i = 1, 2, · · · ,m),使得上
述3种情况用如下函数描述:

sat(ki − ρi(xc, xd)vi)− ki = −riρi(xc, xd)vi,

(20)

那么

V̇ =

[
x̃

x̃c

]T [
−Q PBF

F TBTP −Qc

][
x̃

x̃c

]
+

2
m∑

i=1

(BTPx̃)i[sat(ki − ρi(xc, xd)vi)− ki] =
[

x̃

x̃c

]T [
−Q PBF

F TBTP −Qc

][
x̃

x̃c

]
+

2x̃TPBrρ(xc, xd)BTP (x̃ + x̃c). (21)

其中r = diag{r1, r2, · · · , rm}.

对于式(21), 由文献[5], 必定存在ρ∗ > 0, 使得
|ρi(xc, xd)| 6 ρ∗(i = 1, 2, · · · ,m), 从而有V̇ < 0.
因此, LV (c)是闭环系统(15)的不变水平集并且包含
在吸引域里,所有起始于LV (c)内的轨迹最终渐近收
敛到原点,即




lim
t→∞

xc(t) = x(t), lim
t→∞

x(t) = xd(t),

lim
t→∞

z(t) = C1 lim
t→∞

x(t) = C1xd(t) = r(t).

(22)

证毕.
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当ρ(xc, xd) = 0, CNF输出反馈控制(9)等同于线
性输出反馈控制(6),误差动力学(15)可以降为[

˙̃x
˙̃xc

]
=

[
A + BF BF

0 A + LC2

][
x̃

x̃c

]
.

这说明CNF输出反馈控制与线性输出反馈控制能够
跟踪相同的时变参考输入, 加入的非线性项不会破
坏系统的稳定性, 也不会降低系统跟踪高幅值参考
输入的能力. 因此,建议的控制器除了具有与原始的
CNF控制器相同的性质外, 还具备跟踪时变参考输
入的能力.

线性输出反馈使控制输出无稳态误差地跟踪时

变参考输入,且具有较小的阻尼率以确保响应快速.
但是响应速度过快, 必然会引起较大的超调. 这时,
通过非线性项改变系统阻尼,抑制由线性反馈引起
的超调.因此,扩展的CNF输出反馈控制能够利用小
阻尼系数的线性反馈来加快响应速度,又能利用非
线性反馈的变阻尼特性抑制超调,提高系统的动态
响应性能.

3.2 降降降阶阶阶输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计(Reduced order
output feedback controller design)
对于动力学输出反馈控制(3), 当nc = n − s时,

系统有s个状态是可测的,只需利用测量信息重构未
知状态, 不必重构全部状态, 这样的控制器为降阶
输出反馈控制, 其阶数小于被控对象的阶数. 当测
量输出矩阵C2不具有标准形式[Is 0]时,由文献[7],
对系统状态引入线性非奇异变换, 其中: x̄ = Rx,

R =

[
C2

R2

]
, R2 ∈ R(n−s)×n. 令R−1 = [Q1, Q2],

Q1 ∈ Rn×s, Q2 ∈ Rn×(n−s). 由变换矩阵,测量输出
方程为

y = C2x = C2R
−1x̄ = [C2Q1, C2Q2]x̄ = [Is 0]x̄.

(23)

因此,通过上述变换并采用相同的状态x来简化

描述,系统(1)均可转化为如下标准形式:



[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A11 A12

A21 A22

][
x1

x2

]
+

[
B1

B2

]
sat(u),

x(0) =

[
x1(0)
x2(0)

]
,

z = C1x, y = [Is 0]

[
x1

x2

]
,

(24)

其中: x1为s维分状态, 且y = x1, x2为n − s维分状

态.

降阶输出反馈控制器的设计依然分3步:

Step 1 设计降阶线性输出反馈律为



ẋc =(A22+LRA12)xc+(B2+LRB1)sat(uL)+

[A21 + LRA11 − (A22 + LRA12)LR]y,

uL = F [
(

y

xc − LRy

)
− xd] + Hẋd.

(25)

选择增益矩阵F和LR使A+BF和A22 +LRA12渐近

稳定且使闭环系统的主导极点具有较小的阻尼率.
为了便于推导, 划分反馈矩阵F = [F1 F2 ]与系统
状态x1和x2相对应,其中: F2 =[F2,1 F2,2 · · · F2,m ]T.

Step 2 构造非线性反馈律的形式为

uN = −ρ(y, xc, xd)BTP [
(

y

xc − LRy

)
− xd],

(26)

其中: ρ(y, xc, xd) = diag{ρ1(y, xc, xd), ρ2(y, xc, xd),
· · · , ρm(y, xc, xd)}, ρi(y, xc, xd)为非负定函数且在
y, xc和xd满足局部Lipschitz属性.

Step 3 将线性输出反馈和非线性反馈组合到

一起,形成如下的降阶CNF输出反馈控制器:



ẋc = (A22 + LRA12)xc + (B2 + LRB1)sat(u)+

[A21 + LRA11 − (A22 + LRA12)LR]y,

u = F [
(

y

xc − LRy

)
− xd] + Hẋd−

ρ(y, xc, xd)BTP [
(

y

xc − LRy

)
− xd].

(27)

同全阶CNF输出反馈控制一致, 给定正定矩
阵QR ∈ R(n−s)×(n−s),满足

QR > F T
2 BTPQ−1PBF2, (28)

则PR为下述Lyapunov方程的解:

(A22 + LRA12)TPR + PR(A22 + LRA12) = −QR.

(29)

由于A22 + LRA12渐近稳定, PR必定存在.

下面将完成系统的稳定性分析.

定定定理理理 2 对于饱和线性系统(24)和降阶CNF输
出反馈控制器(27),如果下面条件成立:

1) 存在c > 0和∆ ∈ (0, 1),使[
x

xc

]
∈ LV (c) :=

{
[

x

xc

]
:

[
x

xc

]T [
P 0
0 Pc

][
x

xc

]
6 c} ⇒
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{
[

x

xc

]
: |[Fi F2i ]

[
x

xc

]
| 6

(1−∆)ui,max, i = 1, 2, · · · ,m}. (30)

2) 各初始状态及期望状态的1阶导数ẋd满足



[
x(0)− xd(0)

xc(0)− x2(0)− LRx1(0)

]
∈ LV (c),

|Hiẋd| 6 ∆ui,max, i = 1, 2, · · · ,m.

(31)

3) 期望状态xd和它的1阶导数ẋd满足

Axd + (BH − I)ẋd = 0. (32)

则必定存在ρ∗ > 0,对于所有的i,有|ρi(y, xc, xd)| 6
ρ∗(i = 1, 2, · · · ,m), 降阶CNF输出反馈控制
器(27)能够驱动系统(24)的控制输出z(t)渐近跟踪
参考输入r(t).

证证证 合并CNF控制器(27)和动力学系统(24), 定
义跟踪误差x̃ = x − xd和观测误差x̃c = xc − x2 −
LRy为新的状态,由条件3),产生的误差动力学为

[
˙̃x
˙̃xc

]
=

[
A + BF BF2

0 A22 + LRA12

][
x̃

x̃c

]
+

[
B

0

]
{sat([F F2 ]

[
x̃

x̃c

]
+ Hẋd −

ρ(y, xc, xd)BTP [x̃ +
(

0
x̃c

)
])−

[F F2 ]

[
x̃

x̃c

]
−Hẋd}. (33)

定义Lyapunov函数

V =

[
x̃

x̃c

]T [
P 0
0 PR

][
x̃

x̃c

]
. (34)

V沿闭环系统(33)的导数为

V̇ =

[
x̃

x̃c

]T [
−Q PBF2

F T
2 BTP −QR

][
x̃

x̃c

]
+

2x̃TPB{sat([F F2 ]

[
x̃

x̃c

]
+ Hẋd −

ρ(y, xc, xd)BTP [x̃ +
(

0
x̃c

)
])−

[F F2 ]

[
x̃

x̃c

]
−Hẋd} =

[
x̃

x̃c

]T [
−Q PBF2

F T
2 BTP −QR

][
x̃

x̃c

]
+

2
m∑

i=1

(BTPx̃)i[sat(ki − ρi(y, xc, xd)vi)− ki].

(35)

其中: vi是BTP (x̃ +
(

0
x̃c

)
)的第i个元素, ki =

[Fi F2i ]

[
x

xc

]
+ Hiẋd.

其余证明可参考定理1, 可以得出结论, 必定存
在ρ∗ > 0,对于所有的i,存在|ρi(y, xc, xd)| 6 ρ∗(i =
1, 2, · · · ,m),从而有V̇ < 0. 在降阶CNF输出反馈控
制作用下, 跟踪误差的动力学(33)在包含于吸引域
的不变水平集LV (c)内稳定,渐近收敛到原点,即




lim
t→∞

(
xc(t)− x2(t)− LRy

)
= 0,

lim
t→∞

(
x(t)− xd(t)

)
= 0,

lim
t→∞

z(t) =

C1 lim
t→∞

x(t) = C1xd(t) = r(t).

(36)

证毕.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
下面通过两输入两输出的饱和线性系统进行仿

真分析,被控对象的系数矩阵为



A =




0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 , B =




0 0
0 0
1 0
0 1


 ,

C1 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
, C2 =

[
1 0 1 0
0 1 0 1

]
.

(37)

初始状态x(0) = [0 0 0 0]T,期望参考输入为

r(t) = C1xd(t) =

[
1 + 0.2sin(0.5πt)
1 + 0.2cos(0.5πt)

]
. (38)

其中: xd(t) =




1 + 0.2sin(0.5πt)
1 + 0.2cos(0.5πt)
0.1πcos(0.5πt)
−0.1πsin(0.5πt)


,各个通道执行

器的最大幅值为

umax =

[
u1,max

u2,max

]
=

[
20
20

]
. (39)

控制目标为控制输出z(t)尽可能快速地跟踪参考输
入r(t),没有超调.

1) 全阶CNF输出反馈控制器.
为验证控制器性能, 这里与线性输出反馈uL相

比较, 全阶CNF输出反馈控制器(9)的初始观测状
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态xc(0) = [0 0 0 0]T,各增益矩阵选取为




F =

[
−8 0 − 2 0

0 − 8 0 − 2

]
,

H =

[
0 0 1 0
0 0 0 1

]
, L=




0 0
0 0

−5 0
0 − 1


 .

(40)

非线性项ρ(xc, xd)为

ρ(xc, xd) =

[
620e−60|xc1−xd1| 0

0 580e−50|xc2−xd2|

]
.

(41)

令Q = I ,解Lyapunov方程,则有

P =




2.3750 0 0.0625 0
0 2.3750 0 0.0625
0.0625 0 0.2812 0
0 0.0625 0 0.2812


 , (42)

那么

BTP =

[
0.0625 0 0.2812 0
0 0.0625 0 0.2812

]
. (43)

2) 降阶CNF输出反馈控制器.
为简化计算并说明问题,直接选取

C2 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
,

被控对象具有式(24)的标准形式. 降阶CNF输出反
馈控制器(27)的初始状态xc(0) = [0 0]T,选取增益

矩阵LR =

[
−3 0

0 − 2

]
, F, H和非线性项与全阶输

出反馈一致.
图1为线性输出反馈控制的结果. 如图1(a)所示,

尽管跟踪误差的动态响应快速, 但导致很大超调.
图1(b)为控制输入, 表明在执行器的限制范围之内.
图1(c)为控制输出的相轨迹,从初始状态收敛到期望
轨迹的设定圆时,出现较大超调及偏移,与图1(a)所
反映的结果一致. 图2为全阶CNF输出反馈控制的
结果, 如图2(a)所示, 响应快速并且没有超调. 这是
因为引入的非线性项抑制了线性反馈所引起的超

调.图2(b)为控制输入,执行器已进入饱和区域运行,
执行器的控制能力能够得到充分利用, 且没有饱
和的不利影响. 图2(c)为控制输出z(t)的相轨迹, 从
初始状态收敛到期望轨迹的设定圆时, 没有任何超
调,显著优越于线性输出反馈的控制结果.图3为降
阶CNF输出反馈的控制结果, 闭环系统的动态响应
快速、平滑且没有超调, 执行器在饱和状态下依然

稳定运行,也取得了比较满意的性能.

(a)

(b)

(c)

图 1 线性输出反馈控制

Fig. 1 Linear output feedback control

(a)
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(b)

(c)

图 2 全阶组合非线性输出反馈控制
Fig. 2 Full order composite nonlinear output

feedback control

(a)

(b)

(c)

图 3 降阶组合非线性输出反馈控制
Fig. 3 Reduced order composite nonlinear

output feedback control

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了结合观测器的高阶多变量饱和线性

系统CNF控制器的设计问题, 分别从全阶输出反馈
和降价输出反馈两个方面, 推广到时变参考输入的
跟踪控制.控制器由线性动态输出反馈和非线性反
馈组合而成,当执行器出现饱和时,给出了在吸引域
内的稳定性分析.由于利用了CNF的变阻尼特性,系
统的动态响应快速,没有超调,而且能够避免饱和的
不利影响.
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