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摘要:对一类单输入单输出动态不确定非线性系统,提出一种直接自适应模糊backstepping和小增益相结合的控
制方法. 设计中,首先用模糊逻辑系统逼近虚拟控制器; 其次把自适应模糊控制和backstepping控制设计技术相结
合,给出了直接自适应模糊控制设计方法. 最后基于Lyapunov函数和小增益方法证明了整个闭环系统的稳定性. 仿
真实例进一步验证了所提方法的有效性.
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Direct adaptive fuzzy backstepping control of nonlinear systems
with dynamic uncertainties
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(Department of Mathematics and Physics, Liaoning University of Technology, Jinzhou liaoning 121001 China)

Abstract: A direct adaptive fuzzy backstepping control approach and a small-gain theorem are proposed for the single-
input/single-output(SISO) nonlinear system with dynamic uncertainties. In this design, fuzzy logic systems are first em-
ployed to approximate the virtual controllers, and then, a direct adaptive fuzzy control approach is developed by combining
the adaptive fuzzy control with the backstepping control design technique. Finally, we prove the stability of the closed-
loop system by using Lyapunov function and the small-gain theorem. Simulation studies are included to illustrate the
effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
自从1993年, L. X. Wang博士提出了模糊非线性

自适应控制以来, 自适应模糊控制方法作为处理不
确定非线性系统的有效方法之一[1], 已经取得了一
些理论成果和实际效果.十几年来,国内外学者提出
了许多自适应模糊控制方法和系统的控制性能等问

题[2,3],这些方法和理论极大地促进了模糊控制领域
发展.然而,它们都局限于满足匹配条件的非线性系
统,因此, 对那些不满足匹配条件的非线性系统,现
有的模糊非线性自适应控制方法和理论就难以应

用.
随着非线性backstepping自适应设计技术的发

展[4], 许多学者把自适应模糊控制和backstepping自
适应设计相结合, 提出了一些非线性自适应模糊
backstepping控制方法[5,6]. 自适应模糊backstepping
控制方法显著的特点是: 它不要求非线性函数与不

确定参数具有线性关系,而且解决了一般自适应模
糊控制方法要求非线性系统必须满足匹配条件的

限制, 所以, 它更适用于一般的非线性不确定系统,
特别是带有未建模动态或动态不确定非线性系统.
由于在控制工程应用中动态不确定经常出现, 许多
学者对带有未建模动态或动态不确定非线性系统

的设计提出了一些自适应控制方法[7,8]. 然而,在文
献[7,8]所研究的模型中,未知参数与已知光滑函数
构成线性关系,而不是未知非线性函数. 因此,研究
带有未建模动态且包含未知非线性函数的非线性系

统自适应模糊backstepping控制问题在理论和应用
中是非常必要的.

本文对一类单输入单输出动态不确定非线性系

统, 在文献[7,9,10]小增益定理研究的基础上, 把自
适应模糊控制、小增益定理和backstepping控制设计
相结合, 提出了一种直接自适应模糊状态反馈控
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制方法, 其主要贡献在于通过设计自适应模糊控
制器, 利用小增益定理解决未建模动态问题, 并基
于Lyapunov函数方法证明了整个闭环系统的稳定
性,且系统的输出收敛到原点的一个较小邻域内.

2 问问问题题题描描描述述述和和和模模模糊糊糊系系系统统统(Problem formula-
tions and fuzzy systems)
考虑下面一类非线性系统:



ż = q(z, x1),

ẋ1 = x2 + f1(x1) + ∆1(z, x),
...

ẋn−1 = xn + fn−1(x1, · · · , xn−1)+

∆n−1(z, x),

ẋn = u + fn(x1, · · · , xn) + ∆n(z, x),

y = x1.

(1)

其中: x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn为系统的状态向

量, u和y分别是系统的输入和输出, z是不可测的

部分状态, q(z, x1)是未建模动态, ∆i和q(z, x1)是
不确定且满足Lipschitz条件的连续函数, xi =
(x1, · · · , xi) ∈ Rn, fi(xi)(i = 1, 2, · · · , n)是未知
连续光滑函数.

假假假设设设 1 对任意的1 6 i 6 n,存在未知常数p∗i ,
使得

|∆i| 6 p∗i ψi1(|(x1, · · · , xi)|) + p∗i ψi2(|z|). (2)

其中: ψi1是已知有界的光滑函数, ψi2是已知非负光

滑函数, ψi1(0) = ψi2(0) = 0.

假假假设设设 2 未建模动态z−子系统有ISpS(input-to-
state practically stable)-Lyapunov函数V0,即存在一光
滑正定函数V0(z),满足





α1(|z|) 6 V0(z) 6 α2(|z|),
∂V0

∂z
q(z, x1) 6 −α0(|z|) + γ0(|x1|) + d0.

(3)

其中: α0, α1 , α2 , γ0是k∞类函数, d0为非负常数.

采用单点模糊化、乘积推理规则及中心加权解

模糊化所构成的模糊逻辑系统[1]为

y(x) = θTϕ(x).

其中: θ ∈ Rn为参数向量, ϕ(x)为模糊基函数向量.

定定定理理理 1 f(x)为紧集Ω内连续函数,则∀ε > 0存
在上述模糊逻辑系统使得

sup
x∈Ω

|f(x)− θTϕ(x)| 6 ε.

控制目标: 利用模糊逻辑系统构造backstepping

自适应鲁棒控制器和参数自适律,使得控制系统稳
定且系统的输出y收敛到原点的一个较小邻域内.

3 直直直接接接自自自适适适应应应模模模糊糊糊状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设

计计计(Direct adaptive fuzzy state feedback con-
troller design)
依照文献[1]直接自适应模糊控制器定义, 利

用backstepping设计方法, 给出一种直接自适应模
糊backstepping鲁棒控制器设计的具体步骤:

第第第1步步步 考虑如下Lyapunov函数:

V1 =
1
2
η(x2

1) +
1
2
θ̃T
1 Γ−1

1 θ̃1 +
1

2λ1

(p̂1 − p1)2. (4)

其中: Γ1 = ΓT
1 > 0, λ1 > 0为设计参数, η是光

滑k∞类函数, pi > max {p∗i , p∗2i } (1 6 i 6 n)为未
知常数, p̂i是pi的估计, p̃i = p̂i − pi , θ̃1 = θ1 − θ∗1 .
所以

V̇1 = x1η
′(x2

1)ẋ1 + θ̃T
1 Γ−1

1 θ̇1 +
1
λ1

p̃1
˙̂p1 =

x1η
′(x2

1)(x2 + f1 + ∆1) + θ̃T
1 Γ−1

1 θ̇1 +
1
λ1

p̃1
˙̂p1.

(5)

由假设1及不等式2ab 6 a2 + b2得,存在一非负
光滑函数φ11,使得

x1η
′∆1 6

|x1η
′| (p∗1ψ11(|x1|) + p∗1ψ12(|z|)) =

|x1η
′| p∗1(ψ11(|x1|)− ψ11(0)) +

p∗1 |x1η
′|ψ12(|z|) 6

p1(φ11(x1) +
1
4
)(x1η

′)2 + ψ2
12(|z|). (6)

将式(6)代入式(5)得

V̇1 6 x1 η′[x2 + p1(φ11 +
1
4
)x1η

′ + f1] +

θ̃T
1 Γ−1

1 θ̇1 +
1
λ1

p̃1
˙̂p1 + ψ2

12(|z|). (7)

如果f1是已知函数,按照文献[4]选取稳定函数π∗1为

π∗1 = −x1v1(x2
1)− f1 − p̂1(φ11 +

1
4
)x1η

′. (8)

其中: v1为光滑不减函数且v1(0) > 0,选择η(x2
1),使

得η′(x2
1)为R+上的严格正函数.

由于f1是未知函数, 所以用模糊逻辑系统逼
近π∗1 ,设模糊逻辑系统π1为

π1 = û(x1 |θ1 ) = θT
1 ϕ1(x1). (9)

定义最优参数向量θ∗1为

θ∗1 = arg min
θ1∈Ω

[ sup
x1∈U

|û(x1 |θ1 )− π∗1(x1)|], (10)
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其中Ω和U是关于θ1和x1的有界闭集
[1]. 模糊最小逼

近误差定义为

ε1(x1) = û(x1 |θ∗1 )− π∗1(x1). (11)

假假假设设设 3 存在常数ε10 > 0,使得|ε1(x1)| 6 ε10.

令x2为虚拟控制,定义变量

x̄2 = x2 − π1.

将式(8)∼(11)代入式(7)得

V̇1 6 x1η
′[x̄2 + û(x1 |θ1 )− û(x1 |θ∗1 ) +

û(x1 |θ∗1 )− π∗1 + π∗1 + p1(φ11 +
1
4
)x1η

′ +

f1] + θ̃T
1 Γ−1

1 θ̇1 +
1
λ1

p̃1
˙̂p1 + ψ2

12(|z|) 6

−x2
1η
′(v1(x2

1)− η′(x2
1)) + x1η

′x̄2 +

θ̃T
1 Γ−1

1 (θ̇1 + Γ1x1η
′ϕ1) + ψ2

12(|z|) +
1
λ1

p̃1( ˙̂p1 − λ1(φ11 +
1
4
)(x1η

′)2) +
1
4
ε2
10.

(12)

引入σ–修正方法[4],取参数自适应律p̂1, θ1为

˙̂p1= λ1(x1η
′)2(φ11+

1
4
)−λ1σp(p̂1−p10), (13)

θ̇1 = −Γ1x1η
′ϕ1(x1)− Γ1σθ(θ1 − θ10). (14)

其中: σp > 0, σθ > 0是设计的参数, p10, θ10分别

是p̂1和θ1的初始值.

定义x̄1 = x1η
′(x2

1),将式(13)(14)代入式(12)得

V̇1 6 −η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1)) + x̄1x̄2 +

1
4
ε2
10 − σpp̃1(p̂1 − p10)−

σθθ̃
T
1 (θ1 − θ10) + ψ2

12(|z|). (15)

易得如下不等式:

−σpp̃1(p̂1−p10)6−σp

2
p̃2

1+
σp

2
|p1−p10|2 , (16)

−σθθ̃
T
1 (θ1−θ10) 6−σθ

2
‖θ̃1‖2+

σθ

2
|θ∗1−θ10|2.

(17)

将不等式(16)与(17)代入式(15)得

V̇1 6 −η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1)) + x̄1x̄2 −

σp

2
p̃2

1 −
σθ

2
‖θ̃1‖2 + ψ2

12(|z|) + d1. (18)

其中

d1 =
σp

2
|p1 − p10|2 +

σθ

2
|θ∗1 − θ10|2 +

1
4
ε2
10.

第第第i步步步(2 6 i 6 n−1) 定义变量x̄i = xi−πi−1,
则有

˙̄xi = ẋi − π̇i−1 = xi+1 + fi + ∆i − π̇i−1. (19)

考虑如下Lyapunov函数:

V i = Vi−1 +
1
2
x̄2

i +
1
2
θ̃T

i Γ−1
i θ̃i +

1
2λi

p̃2
i , (20)

其中: ΓT
i = Γi > 0, λi > 0, θ̃i = θi − θ∗i .

根据式(19)和式(20)得

V̇i = V̇i−1 + x̄i(xi+1 + fi + ∆i − π̇i−1) +

θ̃T
i Γ−1

i θ̇i +
1
λi

p̃i
˙̂pi. (21)

类似第1步处理方法,利用Taylor展开,存在非负光滑
函数φi1使得

x̄i∆i 6 pix̄i(x̄iφi1 +
x̄i

4
) + ψ2

i2(|z|). (22)

将式(22)代入式(21),由数学归纳法得

V̇i 6

−η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1))−

i−1∑
j=2

(cj − 1)x̄2
j +

x̄i−1x̄i −
i−1∑
j=1

σθ

2
‖θ̃j‖2 −

i−1∑
j=1

σp

2
p̃2

j +

x̄i[xi+1 + fi − π̇i−1 + pi(x̄iφi1 +
x̄i

4
)] +

1
λi

p̃i
˙̂pi + θ̃T

i Γ−1
i θ̇i +

i∑
j=1

ψ2
j2(|z|) + di−1. (23)

其中

di−1 = di−2 +
σp

2
|pi−1 − p(i−1)0|2 +

1
4
ε2
(i−1)0 +

σθ

2
|θ∗i−1 − θ(i−1)0|2.

定义变量

x̄i+1 = xi+1 − πi,

如果fi已知,则选取稳定函数π∗i为

π∗i =−cix̄i−x̄i−1−fi−p̂i(φi1+
1
4
)x̄i+π̇i, (24)

其中ci > 0是设计参数.

由于fi未知, 所以用模糊逻辑系统逼近π∗i , 设模
糊逻辑系统πi为

πi = û(xi |θi ) = θT
i ϕi(xi). (25)

假设模糊逼近误差满足|εi(xi)| 6 εi0 ,其中εi0是已

知的正常数,则

V̇i 6− η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1))−

i∑
j=2

(cj − 1)x̄2
j +

x̄ix̄i+1 +
1
λi

p̃i[ ˙̂pi − λi(φi1 +
1
4
)x̄2

i ] +

θ̃T
i Γ−1

i (θ̇i + Γix̄iϕi(xi))−
i−1∑
j=1

σp

2
p̃2

j −
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i−1∑
j=1

σθ

2
‖θ̃j‖2 +

i∑
j=1

ψ2
j2(|z|) + di−1 +

1
4
ε2

i0.

(26)

选取自适应律θi, p̂i:

˙̂pi = λix̄i(x̄iφi1 +
x̄i

4
)− λiσp(p̂i − pi0), (27)

θ̇i = −Γix̄iϕi(xi)− Γiσθ(θi − θi0), (28)

其中pi0, θi0分别是p̂i, θi的初始值.

将式(27)(28)代入式(26)得

V̇i 6 −η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1))−

i∑
j=2

(cj − 1)x̄2
j +

x̄ix̄i+1 −
i∑

j=1

σθ

2
‖θ̃j‖2 −

i∑
j=1

σp

2
p̃2

j +

i∑
j=1

ψ2
j2(|z|) + di. (29)

其中

di = di−1 +
σp

2
|pi − pi0|2 +

σθ

2
|θ∗i − θi0|2 +

1
4
ε2

i0.

第第第n步步步 在第n步中,选择Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1
2
x̄2

n +
1
2
θT

n Γ−1
n θ̃n +

1
2λn

(p̂n − pn0)2.

由数学归纳法得

u = û(x |θn ) = θT
n ϕn(x), (30)

˙̂pn =λnx̄n(x̄nφn1+
x̄n

4
)−λnσp(p̂n−pn0), (31)

θ̇n = −Γnx̄nϕn(x)− Γnσθ(θn − θn0). (32)

其中pn0, θn0分别是p̂n, θn的初始值.则

V̇n 6 −η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1))−

n∑
i=1

σp

2
p̃2

i −
n∑

i=2

(ci − 1)x̄2
i −

n∑
i=1

σθ

2
‖θ̃i‖2 +

n∑
i=1

iψ2
i2(|z|) + dn. (33)

其中

dn =dn−1+
σp

2
|pn−pn0|2+σθ

2
|θ∗n−θn0|2+1

4
ε2

n0.

4 小小小增增增益益益稳稳稳定定定分分分析析析(Stability analysis by small
gain theorem)
为使用小增益定理[10],选择函数η, v1使得

η′x2
1(v1(x2

1)− η′(x2
1)) > c1η(x2

1). (34)

由于ψi2为已知非负光滑函数且ψi2(0) = 0, 所以存
在光滑k∞类函数β使得

n∑
i=1

ψ2
i2(|z|) 6 β(|z|2). (35)

令

ci − 1 > 0, i = 2, · · · , n, d = dn,

c = min{2c1, 2(ci − 1),
σθ

λmax(Γ−1
j )

, σpλj},
j = 1, · · · , n,

则式(33)可进一步表示为

V̇n 6 −cVn + β(|z|2) + d. (36)

对任意0 < ε1 < c,要使得式(36)满足如下不等式:

V̇n 6− ε1Vn + ε1Vn − cVn + β(|z|2) + d 6
− ε1Vn. (37)

须ε1Vn − cVn + β(|z|2) + d 6 0,即

Vn > β(|z|2)
c− ε1

+
d

c− ε1

. (38)

因|z| 6 α−1
1 (V0(z)),所以当

Vn > β(α−1
1 (V0(z))2)
c− ε1

+
d

c− ε1

(39)

时,有

Vn > max{2β(α−1
1 (V0(z))2)
c− ε1

,
2d

c− ε1

}, (40)

式(37)成立.
为满足小增益定理条件[10], 对任意ε2 > 0选择

的η函数同时满足

γ−1 ◦ γ0(|x1|) 6 1
4
η(x2

1) + ε2 6 1
2
Vn + ε2. (41)

将式(41)代入式(3),得
∂V0

∂z
q(z, x1) 6

−α0(|z|) + γ(γ−1 ◦ γ0(|x1|)) + d0 6
−α0(|z|) + γ(Vn) + γ(2ε2) + d0. (42)

对任意0 < ε3 < 1, ε4 > 0,当

ε4V0 > max{ε4α2 ◦ α−1
0 ◦ 2γ(Vn)

1− ε3

,

ε4α2 ◦ α−1
0 ◦ 2γ(2ε2) + 2d0

1− ε3

}, (43)

式(42)进一步表示为

V̇0 6−ε3α0(|z|) 6 −ε3α0 ◦ α−1
2 (V0(z)). (44)

因此, 在式(40)和式(43)条件下, 式(37)和式(44)
成立,满足小增益引理[10]中的条件.

对任意s > 0,选择

γ(s)<
1−ε3

2
α0 ◦ α−1

2 ◦ α1(

√
β−1(

c−ε1

2
s)),

(45)
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χ1(s) =
2β(α−1

1 (
1
ε4

s)2)

c− ε1

, (46)

χ2(s) = ε4α2 ◦ α−1
0 ◦ 2γ(s)

1− ε3

. (47)

由式(45)∼(47)得
χ1 ◦ χ2(s) < s. (48)

根据式(3)(40)(43)及小增益定理[10],可以推出对
任何的i = 1, 2, · · · , n, 信号xi(t)和u(t)是全局一致
最终有界的,对于非线性系统(1),在如上假设成立的
条件下采用自适应模糊控制器(30)和参数自适应律,
可保证闭环系统中所有信号均有界, 并且输出收敛
于原点的一个邻域内.

5 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation examples)
例例例 1 考虑如下的非线性系统[7]:



ż = −z + 0.125x2
1,

ẋ1(t) = x2(t) + ϑTζ1(x1) + ∆1(z, x),

ẋ2(t) = u(t) + ϑTζ1(x1, x2) + ∆2(z, x),

y(t) = x1(t).

(49)

其中:
ϑ = [ϑ1 ϑ2]T = [0.1 0.5]T,

ζ1(x1) = [ex1 0]T, ζ2(x1, x2) = [0 x1x2]T,

∆1(z, x) = z2, ∆2(z, x) = 2z2,

ϑ ∈ Rl为未知常参数向量, ζ1(x1), ζ2(x1, x2)为
已知光滑函数, f1(x1) = ϑTζ1(x1), f2(x1, x2) =
ϑTζ2(x1, x2).
为满足小增益定理和控制设计假设条件,选取

γ(s) = 0.0625s
1
4 , γ0(s) = 0.125s4,

η(x2
1) = x8

1 + 0.1x1, v(x2
1) = 2(8x7

1 + 0.1),

β(s) = 4s2, c = 0.1, ε1 = ε3 = 0.0001,

ε2 = ε4 = 0.1, α0(s) = s2, α1(s) = 0.5s2,

α2(s) = 1.5s2, d0 = 0.

如果ζ1(x1), ζ2(x1, x2)为已知的光滑函数, 则采
用文献[7]提出的方法控制系统(49).

在仿真中,选取控制器和自适应律中的设计参数
为

σθ = 0.2, σp = 0.1, Γ = 0.04,

λ = 4, c2 = 0.1, p0 = 0.01.

取初始条件为

x1(0) = 0.5, x2(0) = 0.2,

p̂(0) = 0.5, z(0) = 0, θ(0) = [0, 0]T.

则状态x1(t)和控制输入u(t)的轨迹分别用图1,

图2中的虚线表示.
如果ζ1(x1), ζ2(x1, x2)为未知的光滑函数,则文

献[7]提出的方法不能处理未知光滑函数项,所以采
用本文提出的方法控制系统(49).
选取模糊隶属函数为

µF j
1
(x1) = exp[−(x1 + 0.1× j)2/16],

µF j
2
(x2) = exp[−(x1 + 0.1× j)2/4] ·

exp[−(x2 + 0.1× j)2/4],

j = 1, · · · , 5.

模糊径向基函数为

ϕ1j(x1) =
exp[−(x1 + 0.1× j)2/16]

5∑
n=1

exp[−(x1 + 0.1× n)2/16]
,

ϕ2j(x1, x2) =

2∏
i=1

exp[−(xi + 0.1× j)2/4]

5∑
n=1

(
2∏

i=1

exp[−(xi + 0.1× n)2/4])
.

模糊逻辑系统表示为

θT
1 ϕ1(x1) =

5∑
j=1

θT
1jϕ1j(x1), (50)

θT
2 ϕ2(x1, x2) =

5∑
j=1

θT
2jϕ2j(x1, x2). (51)

选取控制器和自适应律中的设计参数为

σθ = 0.2, σp = 0.1, Γ1 = Γ2 = 102 × I5,

θ10 = θ20 = [0, 0, 0, 0, 0]T, λ1 = 4, λ2 = 4,

c2 = 0.2, p10 = 0.01, p20 = 0.03.

取初始条件为

θ1(0) = θ2(0) = [0, 0, 0, 0, 0]T,

p̂1(0) = p̂2(0) = 0.5.

而x1(0), x2(0)和z(0)的初始值与文献[7]的方法取
值相同, 则状态x1(t)和控制输入u(t)的轨迹分别用
图1、图2中的实线表示.

图 1 状态x1的轨迹

Fig. 1 The trajectory of state x1



1086 控 制 理 论 与 应 用 第 26卷

图 2 控制输入u的轨迹

Fig. 2 The trajectory of control u

从图1和图2可以看出, 两种控制方法都使闭
环系统稳定, 但由于文献[7]的方法要求ζ1(x1)和
ζ2(x1, x2)是已知的,而本文要求ζ1(x1)和ζ2(x1, x2)未
知, 在使用模糊逻辑系统逼近f1(x1)和f2(x1, x2)的
过程中存在逼近误差,因此文献[7]的方法中的x1(t)
比本文的收敛速度要快.
例例例 2 考虑如下的非线性系统:




ż = −z + 0.125x2
1,

ẋ1(t) = x2(t) + x2
1 + 0.5z2,

ẋ2(t) = u(t) + x1x
2
2 + z2,

y(t) = x1(t).

(52)

由于非线性系统(52)中含有未知的光滑函数
x2

1和x1x
2
2且它们不能表示成未知参数与已知光滑

函数构成线性关系的形式,所以文献[7]的方法不能
解决此问题,因此采用本文提出的方法,用模糊逻辑
系统逼近未知的光滑函数.
选取的模糊隶属函数、模糊径向基函数及满足

小增益定理和控制设计的假设条件与例1相同.
取初始条件为

x1(0) = 0.2, x2(0) = 0.2,

θ1(0) = θ2(0) = [0, 0, 0, 0, 0]T,

p̂1(0) = p̂2(0) = 0.5, z(0) = 0,

则仿真结果用图3和图4表示.

图 3 状态x1的轨迹

Fig. 3 The trajectory of state x1

图 4 控制输入u的轨迹

Fig. 4 The trajectory of control u

通过例1、例2说明本文的结果和所提出的自适
应模糊控制设计方法扩展了文献[7]的结果和方法.
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