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一一一类类类非非非线线线性性性微微微分分分代代代数数数系系系统统统的的的能能能控控控性性性子子子分分分布布布
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摘要:能控性子分布在系统的能控性分解中起着重要作用. 针对一类非线性微分代数系统,利用M导数方法,提
出了能控性子分布的概念. 给出了一个计算包含在某些分布内的最大能控性子分布的算法,同时讨论了该算法的
一些性质. 最后,给出一个例子说明如何利用本文给出的算法计算此类微分代数系统的包含在某给定分布内的最
大能控性子分布.
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Abstract: The controllability distributions play an important role in controllability decompositions of the systems.
By means of M -derivative methods, the concept of controllability distributions is introduced for a class of nonlinear
differential-algebraic systems. An algorithm for calculating the maximal controllability distributions contained in some
distributions is developed, and some properties on this algorithm are discussed. Finally, an example of calculating the
maximal controllability distributions contained in some distributions is provided to illustrate the results.
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1 引引引言言言(Introduction)
在线性系统理论中,能控性子空间在系统的能控

性分解过程中起着重要作用. 在非线性系统理论中,
能控性子空间被能控性子分布代替,而且在非线性
系统的结构分解过程中, 能控性子分布起着与能控
性子空间在线性系统理论中类似的作用[1].

20世纪70年代,在经济系统、机器人系统和电力
系统等实际系统中,一类称为微分代数系统(广义系
统, 奇异系统)被发现, 并受到众多学者的关注[2∼4].
近15年,非线性微分代数系统的研究取得一些进展,
主要包括完全线性化、输入输出解耦、干扰解耦和

输出跟踪等[4∼6]. 最近, 针对一类约束为线性的仿
射非线性微分代数系统,受控不变分布及能控性子
分布的概念被提出,一些性质及应用也被考虑[7],但
是, 对于更具有一般性的约束为非线性的微分代数
系统的研究甚少, 而且有一类约束为非线性的微分
代数系统在电力系统的控制模型中有广泛应用背

景[8∼10],故研究此类系统的问题更具有实际意义.

本文针对一类非线性微分代数系统, 利用M导

数方法,给出能控性子分布的概念,探讨此类系统的
包含在某给定分布内的最大能控性子分布的算法及

其性质,并通过一个例子,说明如何利用该算法计算
此类微分代数系统的包含在某给定分布内的最大能

控性子分布.

2 系系系统统统的的的描描描述述述和和和定定定义义义(Description of systems
and definitions)
考虑一类非线性微分代数系统




ẋ = f(x, z) +
m∑

i=1

gi(x, z)ui,

0 = p(x, z).
(1)

其中: x ∈ Rn为状态向量, z ∈ Rs为约束向量, u ∈
Rm为输入向量; f(x, z), gi(x, z), i = 1, 2, · · · ,m :
Rn × Rs → Rn为光滑的n维向量场, p(x, z) : Rn ×
Rs → Rs为光滑的s维向量场.

系统(1)在(x0, z0)处满足相容初始条件, 即p(x0,
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z0) = 0,并满足在某连通开集Ω ⊂ Rn × Rs上

rank(
∂p

∂z
) = s, ∀(x, z) ∈ Ω.

系统(1)可以简记为{
ẋ = f(x, z) + g(x, z)u,

0 = p(x, z).
(2)

设Mf (λ(x, z))表示函数λ(x, z)关于向量场f的

M导数,定义为[9]

Mfλ = E(λ)f.

其中

E(λ) =
∂λ

∂x
− ∂λ

∂z
(
∂p

∂z
)−1 ∂p

∂x
.

高阶M导数定义为

Mk
f λ = Mf (Mk−1

f λ), k > 1.

其中M0
f λ = λ.

设 f(x, z)和 g(x, z)是n维向量场, M 括号定义

为[9]

madfg = [f, g]m = E(g) · f − E(f) · g.

对于非线性微分代数系统(2),考虑状态反馈

u = α(x, z) + β(x, z)v, (3)

其中β(x, z)为区域Ω内的非奇异矩阵. 对系统(2)实
施反馈(3),系统(2)转化为{

ẋ=f(x, z)+g(x, z)α(x, z)+g(x, z)β(x, z)v,

0 = p(x, z).
(4)

记
f̃(x, z) = f(x, z) + g(x, z)α(x, z),

g̃(x, z) = g(x, z)β(x, z).
(5)

定定定义义义 1 如果存在反馈律(α, β)及子集Λ ⊂
1, 2, · · · ,m,使得

R = 〈f̃ , g̃1, g̃2, · · · , g̃m|g̃Λ〉,
即, R为包含g̃Λ且关于f̃ , g̃1, g̃2, · · · , g̃m 不变的最小

分布, 则称R为非线性微分代数系统(2)的一个M能

控性子分布. 如果反馈律(α, β)只定义于点(x0, z0)
的某邻域Ω0内, 则称R为该系统在Ω上的一个局

部M能控性子分布.

3 能能能控控控性性性子子子分分分布布布算算算法法法(Algorithm of controlla-
bility distributions)
在控制问题中,一般要讨论包含在某一分布∆内

的最大M能控性子分布. 设分布∆给定, 给出以下
算法:





∆0 = ∆ ∩G,

∆k =

∆ ∩ ([f,∆k−1]m+
m∑

j=1

[gj,∆k−1]m+G),

k>1,

(6)

其中G = span{g1, g2, · · · , gm}. 由算法(6)可得

引引引理理理 1 ∆i是一个单调增加的分布序列. 如果
存在整数k∗使得∆k∗+1 = ∆k∗ , 则对于一切k > k∗,
有∆k = ∆k∗ .

下面将证明,在一定条件下,由算法(6)给出的分
布∆k∗就是系统(2)的包含在∆内的最大局部M能控

性子分布.为此,需要一些引理.

引引引理理理 2 算法(6)所产生的分布序列与反馈无
关. 即f̃ , g̃j(j = 1, 2, · · · ,m)是任意一组反馈(α, β)
依式(5)给出,令



∆̃0 = ∆ ∩G,

∆̃k = ∆ ∩ ([f̃ , ∆̃k−1]m+
m∑

j=1

[g̃j, ∆̃k−1]m+G),

k > 1,

则∆̃k = ∆k, k = 0, 1, 2, · · · .
证证证 先证明∆̃k ⊂ ∆k, k = 0, 1, 2, · · · . 当k = 0

时,显然成立. 设∆̃k ⊂ ∆k,于是

∆̃k+1 ⊂ ∆ ∩ ([f̃ , ∆k]m +
m∑

j=1

[g̃j,∆k]m + G) =

∆ ∩ ([f + gα, ∆k]m +
m∑

j=1

[(gβ)j,∆k]m + G).

设τ ∈ ∆k为∆k中任一向量,由M导数的性质,有

[f + gα, τ ]m =

[f, τ ]m +
m∑

j=1

([gj, τ ]mαj − (Mταj)gj),

[(gβ)j, τ ]m =
m∑

l=1

([gl, τ ]mβlj − (Mτβlj)gl),

因此,得
∆̃k+1 ⊂
∆ ∩ ([f,∆k]m +

m∑
j=1

[gj,∆k]m + G) = ∆k+1.

又由于β可逆, 可得f = f̃ − g̃β−1α和g = g̃β−1, 由
此可证明反包含关系∆̃k ⊃ ∆k,因此, ∆̃k = ∆k.

建立

S(∆) = ∆0 + ∆1 + · · ·+ ∆k + · · · ,

若存在整数k∗使得∆k∗+1 = ∆k∗ , 则说S(∆)是可有
限计算的. 若S(∆)是可有限计算的,则S(∆) = ∆k∗ .

引引引理理理 3 设∆是一个对合分布, ∆与∆ ∩ G非奇
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异, 并且S(∆)可有限计算, 则∆为系统(2)的局部M

能控性子分布当且仅当

1) ∆是系统(2)的M能控性不变分布;

2) S(∆) = ∆.

证证证 必要性. 设∆是系统(2)的局部M能控性子

分布, 则∆也是系统(2)的M能控性不变分布, 因此,
只需要证明(2)即可.
由于 ∆ 是局部 M 能控性子分布, 故存在反馈

(α, β)使得
∆ = 〈f̃ , g̃1, · · · , g̃m|g̃Λ〉. (7)

构造一个新的分布



∆̄0 = ∆ ∩G,

∆̄k =[f̃ , ∆̄k−1]m+
m∑

j=1

[g̃j, ∆̄k−1]m+∆̄k−1,

k > 1.

(8)

下面证明∆̄k ⊂ ∆, k = 0, 1, 2, · · · .
k = 0时显然成立. 设∆̄k ⊂ ∆, 由式(7)可知,

∆是关于向量场f̃ , g̃j, j = 1, 2, · · · ,m的不变分布,
因此

[f̃ , ∆̄k]m ⊂ [f̃ , ∆k]m,

[g̃j, ∆̄k]m ⊂ [g̃j,∆k]m, j = 1, 2, · · · ,m.

由式(7)得∆̄k+1 ⊂ ∆.
由引理2知道, 算法(6)与反馈无关, 故可利用上

述反馈(α, β)构造算法(6),即



∆0 = ∆ ∩G

∆k = ∆ ∩ ([f̃ , ∆k−1]m +
m∑

j=1

[g̃j,∆k−1]m + G),

k > 1,

因此得∆̄k = ∆ ∩ ∆̄k = ∆k. 再由引理1得, 存在整
数k∗使得∆̄k∗+1 = ∆̄k∗ . 这样,由定义式(8),得

[f̃ , ∆̄k∗ ]m ⊂ ∆̄k∗+1 = ∆̄k∗ ,

[g̃j, ∆̄k∗ ]m ⊂ ∆̄k∗+1 = ∆̄k∗ , j = 1, 2, · · · ,m,

因此∆̄k∗ ⊃ 〈f̃ , g̃1, · · · , g̃m|∆∩G〉. 但由定义明显有
∆̄k ⊂ 〈f̃ , g̃1, · · · , g̃m|∆ ∩G〉, k = 0, 1, · · · .

于是有
∆̄k∗ = 〈f̃ , g̃1, · · · , g̃m|∆ ∩G〉.

由于g̃Λ ⊂ ∆∩G,可得∆ ⊂ ∆k∗ .显然又有∆ ⊃ ∆k∗ ,
因此得∆k∗ = ∆.

充分性. 由于∆是系统(2)的M能控性不变分布,
故存在反馈(α, β)使得f̃ = f + gα, g̃ = gβ满足

[f̃ , ∆]m ⊂ ∆, [g̃j,∆]m ⊂ ∆, j = 1, 2, · · · ,m.

设ḡ1, ḡ2, · · · , ḡl为张成∆ ∩G的基向量场,则可在g̃1,

g̃2, · · · , g̃m中选出m − l个向量场, 使得它们与ḡ1,

ḡ2, · · · , ḡl 共同组成分布G的基向量场. 因为ḡi ∈ ∆,
得

[ḡi,∆]m ⊂ ∆, i = 1, 2, · · · , l.

不失一般性,设

ḡi = g̃i, i = 1, 2, · · · , l,

作分布序列



∆̄0 = ∆ ∩G,

∆̄k = [f̃ , ∆̄k−1]m +
m∑

j=1

[g̃j, ∆̄k−1]m + ∆̄k−1,

k > 1.

与必要性的证明类似, 可证明∆̄k ⊂ ∆, 由此
得∆̄ = ∆k. 因此, 存在k∗使得 ∆̄k∗+1 = ∆̄k∗ .
由∆̄k的构造可得

∆̄k∗ = 〈f̃ , g̃1, · · · , g̃m|∆ ∩G〉.
因此

∆k = ∆k∗ = ∆̄k∗ .

定定定理理理 1 设∆是系统(2)的一个M能控性不变分

布且对合, ∆与∆∩G非奇异,并且S(∆)可有限计算,
则S(∆)为系统(2)包含在∆中的最大M能控性子分

布.

证证证 由引理3的证明知道, ∆k∗是系统(2)包含
在∆中的一个M能控性子分布,因此,只需证明∆k∗

是系统(2)包含在∆中的最大M能控性子分布.设存
在反馈f̄ = f + gα, ḡ = gβ,使得

D = 〈f̄ , ḡ1, · · · , ḡm|D ∩G〉.
构造分布序列




∆̄0 = D ∩G,

∆̄k =[f̃ , ∆̄k−1]m+
m∑

j=1

[g̃j, ∆̄k−1]m+∆̄k−1,

k > 1.

(9)

由此可得∆̄k ⊂ D ⊂ ∆,因此

∆̄k ⊂ ∆ ∩ ([f̃ , ∆̄k−1]m +
m∑

j=1

[g̃j, ∆̄k−1]m + G).

由此可得

∆̄k ⊂ ∆k, k = 0, 1, · · · . (10)

当k = 0时,式(10)显然成立,设∆̄k ⊂ ∆k,可得

∆̄k+1⊂∆∩([f̃ , ∆k]m+
m∑

j=1

[g̃j,∆k]m+G)=∆k+1.

根据式(9)及式(10)可以得到

D = 〈f̄ , ḡ1, · · · , ḡm|ḡΛ〉 =
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∞∑

j=1

∆̄k =
∞∑

j=1

∆k =
k∗∑

j=1

∆k = ∆k∗ .

即S(∆)为系统(2)包含在∆中的最大M能控性子分

布.

4 一一一个个个例例例子子子(An example)
考虑代数约束维数s = 1、输入维数m = 2、定

义在R5的非线性微分代数系统,具体结构元素为

f(x, z) = [x2
2 0 x1x4 z x2]T, (11a)

g1(x, z) = [0 0 1 z x5 ]T, (11b)

g2(x, z) = [0 0 0 1 z ]T, (11c)

p(x, z) = x1 + x2 + x4 + x5 + z. (11d)

为了方便,取∆ = span





[0 1 0 0 0]T

[0 0 1 0 0]T

[0 0 0 1 0]T

[0 0 0 0 1]T





.

根据算法(6):

∆0 = ∆ ∩G = G = span

{
[0 0 1 z x5]T

[0 0 0 1 z ]T

}
.

直接计算,得

[f,∆0]m =

span

{
[0 0 − x1z − x2

2 − x2 + x5 x2]T

[0 0 − x1 − x2
2 − x1 + 1 0 ]T

}
,

[g1,∆0]m = [g1, g2]m =

span{[0 0 0 − z − 1 z]T},
[g2,∆0]m = [g2, g1]m = −[g1, g2]m =

span{[0 0 0 z + 1 − z]T},
因此得

∆1 =

span





[0 0 1 z x5]T

[0 0 0 1 z ]T

[0 0 − x1z − x2
2 − x2 + x5 x2]T

[0 0 − x1 − x2
2 − x1 + 1 0 ]T

[0 0 0 z + 1 − z]T





.

继续实施算法(6),得
∆2 = ∆1,

因此,作为∆2的生成元可得

∆2 = span





[0 0 1 0 0]T

[0 0 0 1 0]T

[0 0 0 0 1]T





,

即∆2为非线性微分代数系统(11)包含在分布∆内的

最大M能控性子分布.

5 结结结论论论(Conclusion)
通过本文的讨论,利用M 导数方法,能控性子分

布的概念可以推广到一类非线性微分代数系统.并
且本文给出的非线性微分代数系统M能控性子分布

的概念是非线性系统对应概念的直接推广, 特别是
当利用约束方程消除约束将此类微分代数系统转化

为一般非线性系统时,本文所提出的M能控性子分

布与非线性系统的能控性子分布是一致的.
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