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自自自校校校正正正信信信息息息融融融合合合Wiener预预预报报报器器器及及及其其其收收收敛敛敛性性性
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摘要:对带相关观测噪声和未知噪声统计的多传感器系统,用相关方法得到噪声统计在线估值器．在按分量标
量加权线性最小方差最优信息融合准则下,用现代时间序列分析方法,基于滑动平均(moving average)新息模型的辨
识,提出了自校正解耦融合Wiener预报器．用动态误差系统分析(dynamic error system analysis)方法证明了自校正
融合Wiener预报器收敛于最优融合Wiener预报器,因而它具有渐近最优性．它的精度比每个局部自校正Wiener预
报器精度都高．它的算法简单,便于实时应用．一个目标跟踪系统的仿真例子说明了其有效性.
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Abstract: For the multisensor systems with correlated measurement noises and unknown noise statistics,the on-line
noise statistics estimators are obtained by the correlation method．Under the linear minimum variance optimal information
fusion criterion weighted by scalars for components,by the modern time series analysis method,a self-tuning decoupled
fusion Wiener predictor is presented based on the identification of the moving average(MA) innovation models．By using
the dynamic error system analysis(DESA) method,it is proved that the self-tuning fusion Wiener predictor converges to
the optimal fusion Wiener predictor,so that it has the asymptotic optimality．Its accuracy is higher than that of each local
self-tuning Wiener predictor．Its algorithm is simple,and is suitable for real time applications．A simulation example for
a target tracking system shows its effectiveness.
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1 引引引言言言(Introduction)
多传感器信息融合技术广泛应用于国防、军

事、目标跟踪、制导、通讯、信号处理、GPS定位、机
器人等领域,成为许多高科技领域的关键技术,目前
已成为倍受人们关注的热门领域[1]．在信息融合估

计领域,新近,对带未知噪声方差和带不相关观测噪
声的多传感器系统, 文献[2,3]提出了自校正解耦融
合Wiener状态滤波器和预报器, 其中用带死区的迭
代法求解Lyapunov方程[3], 计算量大且影响估计精
度．在许多实际应用问题中, 各传感器的观测噪声
是相关的, 例如系统含有公共的背景噪声或公共的
干扰源[4]．本文考虑带相关观测噪声的多传感器

系统,其中各传感器观测噪声方差和互协方差都是
未知的. 用相关方法解决了噪声统计在线辨识问

题, 提出了自校正Lyapunov方程, 在计算量和精度
上都优于用带死区的迭代法求解Lyapunov方程[3].
用现代时间序列分析方法,基于Gevers-Wouters[5]算

法辨识滑动平均(MA)新息模型, 提出了具有渐近
最优性和便于实时应用的自校正分布式解耦状

态融合Wiener预报器, 但它是渐近全局次优的[6].
它不同于文献[7]的自校正解耦观测融合Wiener预
报器, 其中避免了Lyapunov方程, 且预报器是渐
近全局最优的[8]. 用动态误差系统分析(DESA)方
法[2]证明了自校正Lyapunov方程的收敛性, 进而证
明了自校正融合Wiener预报器的收敛性. 问题归
结为差分方程和Lyapunov方程的稳定性问题, 提出
了Lyapunov方程稳定性新的判据, 发展了DESA方
法. 而文献[2,3]是用隐函数定理和函数连续性证明
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带死区的Lyapunov方程迭代解的收敛性.

2 最最最优优优融融融合合合Wiener预预预报报报器器器(Optimal fusion
Wiener predictor)
考虑带L个传感器的多传感器系统:

x(t + 1) = Φx(t) + Γw(t), (1)

yi(t) = Hix(t) + vi(t), i = 1, · · · , L. (2)

其中: 状态x(t) ∈ Rn, 观测yi(t) ∈ Rmi且假设它以

概率1有界, w(t) ∈ Rr与vi(t) ∈ Rmi是零均值、方

差阵各为Q和Rii的不相关白噪声, 而vi(t)和vj(t)是
相关观测噪声,且Rij = E[vi(t)vT

j (t)],其中E为均值
号, T为转置号, Φ, Γ和Hi为常阵. 设(Φ,Hi)为完全
可观对,可观性指数为βi,且设(Φ, Γ )为完全可控对.
由式(1)和式(2)有

yi(t) = Hi(In − q−1Φ)−1Γq−1w(t) + vi(t), (3)

其中: q−1为单位滞后算子, q−1w(t) = w(t − 1),
In为n× n单位阵. 引入左素分解

Hi(In − q−1Φ)−1Γq−1 = A−1
i (q−1)Bi(q−1), (4)

其中多项式矩阵Ai(q−1)和Bi(q−1)有形式

Xi(q−1) = Xi0 + Xi1q
−1 + · · ·+ Xnxi

q−nxi , (5)

其中规定Xj = 0(j > nxi), 且有Ai0 = Imi
, Bi0 =

0. 将式(4)代入式(3)引出局部MA新息模型

zi(t) = Di(q−1)εi(t), i = 1, 2, · · · , L, (6)

其中新息εi(t) ∈ Rmi是零均值、方差阵为Qεi的白

噪声

zi(t) = Ai(q−1)yi(t), (7)

Di(q−1)εi(t)=Bi(q−1)w(t)+Ai(q−1)vi(t). (8)

其中: Di(q−1)是稳定的, 且Di0 = Imi
, Di(q−1) =

Imi + Di1q
−1 + · · · + Di,diq

−di和Qεi可用Gevers-
Wouters[5]算法求得. 由式(6)和式(8)得

zi(t) = Bi(q−1)w(t) + Ai(q−1)vi(t), (9)

它的互相关函数Rij(k) = E[zi(t)zT
j (t − k)]的采样

估值为

R̂
(t)
ij (k) =

1
t

t∑
j=1

zi(j)zT
j (j − k), (10)

它有递推公式为

R̂
(t)
ij (k) = R̂

(t−1)
ij (k) +

1
t
[zi(t)zT

j (t− k)−
R̂

(t−1)
ij (k)]. (11)

引引引理理理 1[2] 第i个传感器系统式(1)和式(2)有局部

稳态最优Wiener预报器x̂i(t + 1|t)为
ψi(q−1)x̂ij(t + 1|t) = Kij(q−1)yi(t), (12)

ψi(q−1) = det(In − q−1Ψpi),

Ψpi = Φ−KpiHi, (13)

x̂i(t + 1|t) = [x̂i1(t + 1|t), · · · , x̂in(t + 1|t)],
(14)

Kij(q−1) = ejadj(In − q−1Ψpi)Kpi. (15)

其中: ej = [0 · · · 0 1 0 · · · 0 ], 它的第j个元素为1,
Ψpi是稳定矩阵, Kpi为稳态预报增益阵:

Kpi =




Hi

HiΦ
...

HiΦ
βi−1




+ 


Mi,1

Mi,2

...
Mi,βi




, (16)

其中: 伪逆X+定义为X+ = (XTX)−1XT, 系数
阵Mi,k可递推计算为

Mi,k =−Ai1Mi,k−1 − · · · −
Ainai

Mi,k−nai
+ Di,k, (17)

其中规定Mi,k = 0(k < 0). 稳态局部预报误差互协
方差阵Pij满足稳态Lyapunov方程

Σij = ΨpiΣijΨ
T
pj + ∆pij, i, j = 1, · · · , L, (18)

∆pij = ΓQΓT + KpiRijK
T
pj. (19)

引引引理理理 2[2] 多传感器系统式(1)和式(2)有按分量
标量加权最优解耦融合稳态Wiener预报器为

x̂0(t + 1|t) =

[x̂01(t + 1|t), · · · , x̂0n(t + 1|t)]T, (20)

x̂0i(t + 1|t) =
L∑

j=1

αjix̂ji(t + 1|t), i = 1, · · · , n. (21)

其中最优加权系数向量αi = [α1i, · · · , αLi]为

αi = [eT(Σii)−1e]−1eT(Σii)−1,

i = 1, · · · , n. (22)

其中: eT = [1, 1, · · · , 1], L × L矩阵Σii为Σii =
(Σ(ii)

kj ), Σ
(ii)
kj 为Σkj的第(i, i)对角元素, Σkj由式(18)

计算.各分量的最优融合预报误差的方差Σ0i为

Σ0i = [eT(Σii)−1e]−1, i = 1, · · · , n, (23)

且有精度关系Σ0i 6 Σii
jj, i = 1, · · · , n, j =

1, · · · , L, 即融合分量预报器精度高于每个局部分
量预报器精度.
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3 自自自校校校正正正融融融合合合Wiener预预预报报报器器器(Self-tuning fu-
sion Wiener predictor)
当噪声统计未知时, 即假设Q和Rij(i, j =

1, · · · , L)完全未知或它们含有部分未知参数, 辨
识它们的基本原理是求解相关函数方程组.

定定定理理理 1 对于多传感器系统式(1)和式(2),未知
噪声统计Q和Rij可通过求解如下方程组求得:

Rij(k) =
n0ij∑
α=k

BiαQBT
j,α−k +

n0ij∑
α=k

AiαRijA
T
j,α−k,

k = 0, 1, · · ·n0ij, i, j = 1, · · · , L. (24)

其中: n0ij = max(nai, naj, nbi, nbj), Aiα, Biα是已

知的.

证证证 由式(9)得式(24). 记Q和Rij中所有未知元

素所组成的列向量为θij ,对固定的i, j将式(24)按矩
阵元素展开写成关于θij的线性方程组

Ωijθij = δij, i, j = 1, · · · , L. (25)

其中: 系数阵Ωij已知, 而列向量δij的元素由Rij(k)
的一个元素加一个常数给出,设Ωij列满秩,则

θij = (ΩT
ijΩij)−1ΩT

ijδij, (26)

将估值R̂
(t)
ij (k)代入式(26)可得θij在时刻t处的估值

θ̂ij(t) = (ΩT
ijΩij)−1ΩT

ij δ̂ij(t). (27)

其中 δ̂ij(t) 为在 δij 中用估值R̂
(t)
ij (k)代替相应的

Rij(k)所得到的δij的估值. 证毕.

自校正解耦融合Wiener预报器由如下3步组成:

Step 1 基于采样估值R̂
(t)
ij (k), 由式(27)得到估

值θ̂ij(t), 即Q̂ij(t)和R̂ij(t), 定义融合估值Q̂(t) =
1
L2

L∑
i,j=1

Q̂ij(t).

Step 2 基于采样估值 R̂
(t)
ii (k) 用 Gevers-

Wouters[5]算法辨识MA新息模型式(6), 得到在时
刻t处的估值D̂ij(t)和Q̂εi(t). 将Q̂(t), R̂ij(t), D̂ij(t)
和 Q̂εi(t) 代入式 (13)∼式(17) 可得估值 M̂i,k(t),
K̂pi(t), Ψ̂pi(t), K̂ij(q−1), ψ̂i(q−1), 再将有关估值代
入式(12)得自校正局部Wiener预报器

ψ̂i(q−1)x̂s
ij(t + 1|t) = K̂ij(q−1)yi(t). (28)

Step 3 将有关估值代入式(18)∼式(22),自校正
按分量标量加权解耦融合Wiener预报器为

x̂s
0i(t + 1|t) =

L∑
j=1

α̂ji(t)x̂s
ji(t + 1|t), (29)

α̂i(t) = [eT(Σ̂ii(t))−1e]−1eT(Σ̂ii(t))−1,

i = 1, · · · , n. (30)

其中Σ̂ii(t) = (Σ̂(ii)
ij (t)),由式(18)和式(19), Σ̂ij(t)可

用如下自校正Lyapunov方程递推计算:

Σ̂ij(t) = Ψ̂pi(t)Σ̂ij(t− 1)Ψ̂T
pj(t) + ∆̂pij(t),

i, j = 1, · · · , L, (31)

∆̂pij(t) =

ΓQ̂(t)ΓT + K̂pi(t)R̂ij(t)K̂T
pj(t). (32)

上述3步在每时刻t处重复进行.

引引引理理理 3[2] 考虑动态系统

Λ̂(q−1)δ(t) = u(t), (33)

其中: t > 0,输入u(t) ∈ Rm是有界的,且

Λ̂(q−1) = Im + Λ̂1(t)q−1 + · · ·+ Λ̂nλ
(t)q−nλ ,

(34)

Λ(q−1)=Im+Λ1q
−1+· · ·+Λnλ

q−nλ . (35)

假设当t → ∞时Λ̂i(t) → Λi, i = 1, · · · , nλ,
而Λ(q−1)是稳定的多项式矩阵, 则输出δ(t)是有界
的.

引引引理理理 4[2] 考虑一个稳定的动态系统

Λ(q−1)δ(t) = u(t), (36)

其中: t > 0, u(t) ∈ Rm, δ(t) ∈ Rm. 假设Λ(q−1)是
一个由式(35)定义的稳定多项式矩阵. 若u(t)有界,
则δ(t)有界的. 若u(t) → 0(t →∞),则δ(t) → 0.

引引引理理理 5 设n× n矩阵P (t)满足Lyapunov方程

P (t) = F1(t)P (t− 1)FT
2 (t) + ∆(t), (37)

其中: F1(t) → F1, F2(t) → F2(t → ∞), F1和F2为

稳定矩阵,若∆(t)有界,则P (t)有界.

证证证 见附录A.

引引引理理理 6 设n× n矩阵P (t)满足Lyapunov方程

P (t) = F1P (t− 1)FT
2 + ∆(t), (38)

其中: F1和F2为稳定矩阵, 若∆(t) → 0, 则P (t) →
0.

证证证 见附录A.

定定定理理理 2 噪声统计和MA新息模型的估计是一
致的,即以概率１(w.p.1)有

Q̂(t) → Q, R̂ij(t) → Rij, w.p.1, (39)

D̂ij(t) → Dij, Q̂εi(t) → Qεi, w.p.1. (40)

证证证 由平稳过程的遍历性[9]及式(10)有

R̂
(t)
ij (k) → Rij(k), t →∞, w.p.1. (41)

由式(26)知Q及Rij的元素是Rij(k)的元素的连
续函数, 于是由式(26)(27)和式(41)引出式(39)成立.
MA新息模型式(6)的相关函数为
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Rzii(k)=
ndi∑
j=k

DijQεiD
T
i,j−k, k=0, · · · , ndi. (42)

由隐函数存在定理[10],在Rzii(k)的元素的充分小区
域内, Dij和Qεi的元素是Rzii(k)的元素的连续函数,
于是由式(41)引出式(40)成立. 证毕.

定定定理理理 3 自校正Lyapunov方程式(31)的解收敛
于稳态Lyapunov方程式(18)的解,即当t →∞时有

Σ̂ij(t) → Σij, i, j = 1, · · · , L, w.p.1. (43)

证证证 由式(39)(40)和式(13)∼式(16)有K̂pi(t) →
Kpi, Ψ̂pi(t) → Ψpi,以下省略t,置

K̂pi = Kpi + ∆K̂pi, Ψ̂pi = Ψpi + ∆Ψ̂pi, (44)

则有∆K̂pi→0, ∆Ψ̂pi→0. 将式(44)代入式(31)后减

式(18),记Eij(t) = Σ̂ij(t)−Σij ,则有Lyapunov方程

Eij(t) = ΨpiEij(t− 1)ΨT
pj + ∆e(t), (45)

∆e(t)=

∆Ψ̂piΣ̂ij(t−1)Ψ̂T
pj +ΨpiΣ̂ij(t−1)∆Ψ̂T

pj +

∆Ψ̂piΣ̂ij(t− 1)∆ΨT
pj + ∆̂pij −∆pij. (46)

由K̂pi → Kpi和式(39)(32)知∆̂pij → ∆pij , 即∆̂pij

有界. 又因为Ψpi, Ψpj是稳定矩阵, 且 Ψ̂pi → Ψpi,

Ψ̂pj → Ψpj , 则对式(31)应用引理5引出Σ̂ij(t)有界,
进而可推出∆e(t) → 0. 对式(45)应用引理6引出
Eij(t) → 0,即式(43)成立. 证毕.

定定定理理理 4 若观测过程yi(t)以概率1有界, 则自
校正局部Wiener预报器以概率1收敛于稳态最优局
部Wiener预报器,即当t →∞时,

[x̂s
ij(t + 1|t)− x̂ij(t + 1|t)] → 0, w.p.1. (47)

证证证 置

ψ̂i(q−1) = ψi(q−1) + ∆ψ̂i(q−1),

K̂ij(q−1) = Kij(q−1) + ∆K̂ij(q−1),

则∆ψ̂i(q−1) → 0,∆K̂
(
ijq

−1) → 0.记

δij(t) = x̂s
ij(t + 1|t)− x̂ij(t + 1|t),

式(28)减式(12)得

ψi(q−1)δij(t) = uij(t), (48)

uij(t) =

∆K̂
(
ijq

−1)yi(t)−∆ψ̂i(q−1)x̂s
ij(t + 1|t). (49)

由yi(t)有界知K̂
(
ijq

−1)yi(t)有界. 由Ψpi为稳定矩阵

引出ψ̂i(q−1)是稳定多项式,将引理3应用到式(28)有
x̂s

ij(t + 1|t)有界. 由式(49)知uij(t) → 0(t →∞). 进
而将引理4应用到式(48)得到δij(t) → 0(t → ∞),即
式(47)成立. 证毕.

定定定理理理 5 自校正解耦融合Wiener预报器收敛于

稳态最优解耦融合Wiener预报器,即t →∞时,

[x̂s
0i(t + 1|t)− x̂0i(t + 1|t)] → 0, w.p.1. (50)

证证证 定理3已证明Σ̂
(
ijt) → Σij , 由式(30)可知

α̂ji → αji, 置α̂ji = αji + ∆α̂ji则∆α̂ji → 0. 由式
(29)减式(21)引出

x̂s
0i(t + 1|t)− x̂0i(t + 1|t)] =
L∑

j=1

αji[x̂s
ji(t + 1|t)− x̂ji(t + 1|t)] +

L∑
j=1

∆α̂jix̂
s
ji(t + 1|t). (51)

应用式(47), ∆α̂ji → 0以及x̂s
ji(t + 1|t)的有界性引

出式(50). 证毕.

注注注 1 定理4中假设观测过程yi(t)以概率1有界的条

件有一定的局限性. 这一条件可减弱为假设观测数据是有

界的,即观测过程的一个实现是有界的,平行于定理4的证

明, 可证明自校正融合Wiener预报器按实现收敛于稳态最

优融合Wiener预报器. 按实现收敛性概念是由文献[2]提出

的.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Simulation example)
考虑3传感器雷达跟踪系统

x(t+1)=

[
1 T0

0 1

]
x(t)+

[
0.5T 2

0

T0

]
w(t), (52)

yi(t) = [1 0]x(t) + vi(t), i = 1, 2, 3, (53)

vi(t) = ξ(t) + ei(t). (54)

其中: T0为采样周期, x(t) = [x1(t), x2(t)]T, x1(t)
和x2(t)各为运动目标(飞机、导弹、车辆等)在时
刻tT0的位置、速度, ξ(t)是公共干扰噪声, w(t)和
ξ(t)和ei(t)是零均值、未知方差各为σ2

w, σ2
ξ , σ2

ei的相

互独立的高斯白噪声,易知Rij = σ2
ξ(i 6= j), Rii =

σ2
ξ + σ2

ei. 问题是求最优和自校正融合Wiener预
报器 x̂0(t + 1|t)和 x̂s

0(t + 1|t). 仿真中取T0 = 1,
σ2

w = 0.01, σ2
ξ = 0.016, σ2

e1 = 0.02, σ2
e2 = 0.036,

σ2
e3 = 0.064. 仿真结果如图1至图6所示, 其中直线
代表真实值, 曲线代表估值. 图1和图2说明噪声统
计是一致的. 图3以传感器2为例说明MA新息模型
的参数估计是一致的. 图4以传感器2为例说明自校
正Lyapunov方程的解收敛于真实解. 图5和图6表明
自校正Wiener融合器收敛于最优Wiener融合器.

注注注 2 由图1和图2看到,用相关方法估计噪声统计的

收敛速度较慢,但在t = 2000步后达到稳态,接近真实值.在

实际应用中辨识可分为两段: 先离线辨识噪声统计,待达到

稳态后切换为在线辨识, 进而在线求自校正融合Wiener预

报器.
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图 1 观测噪声方差估值收敛性

Fig. 1 The convergence of the measurement noise

variance estimators

图 2 噪声统计估值器bσ2
w 和 bRij的收敛性

Fig. 2 The convergence of the noise statistics

estimators bσ2
w and bRij

图 3 传感器2的MA新息模型参数估值的收敛性
Fig. 3 The convergence of the parameter estimators of the

MA innovation model for sensor 2 estimators

图 4 传感器2的预报误差方差阵元素估值的收敛性
Fig. 4 The convergence of the estimators of the predictor

error variance matrix elements for sensor 2

图 5 最优与自校正融合位置Wiener预报器误差曲线
Fig. 5 The curve of the errors between optimal and

self-tuning fused position Wiener predictors

图 6 最优融合与自校正融合速度Wiener预报器误差曲线
Fig. 6 The curve of the errors between optimal and

self-tuning fused velocity Wiener predictors

5 结结结论论论(Conclusion)
对带相关观测噪声和未知噪声统计的多传感

器系统, 用相关方法可得未知噪声方差和互协方
差的一致估计. 应用Gever-Wouters算法可得MA新
息模型参数和噪声方差的一致估计. 提出了自校
正Lyapunov方程, 克服了带死区的Lyapunov方程迭
代法计算负担大的缺点,适用于实时应用. 应用按分
量标量加权最优融合准则提出了自校正分量解耦融

合Wiener预报器. 用动态误差系统分析(DESA)方法
证明了自校正Lyapunov方程的收敛性, 进而证明了
自校正融合Wiener器收敛于最优融合稳态Wiener预
报器. 发展了收敛性分析的DESA方法, 引理5和引
理6提出了Lyapunov方程稳定性新的判据.
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附附附录录录 A(Appendix A)

引引引理理理5的的的证证证明明明
因F1为稳定矩阵,则它的谱半径ρ0小于1,由矩阵理论,

存在矩阵范数|| · ||使||F1|| = ρ0 + µ = ρ1 < 1, µ > 0.
因F2为稳定矩阵,则FT

2 亦为稳定矩阵. 存在矩阵范数|| · ||T
使||FT

2 ||T = ρ2 < 1. 由矩阵范数之间的等价关系, 存
在常数c > 0, 对任意n × n矩阵X有关系||X|| 6 c||X||T .
由F1(t) → F1, FT

2 (t) → FT
2 引出||F1(t)|| → ||F1|| = ρ1,

||FT
2 (t)||T → ||FT

2 ||T = ρ2. 于是取0 < ρ < 1使ρ1 < ρ,
ρ2 < ρ, 取ε = ρ − ρ1 > 0, 存在t1当t > t1有||F1(t)|| <

ρ1 + ε = ρ. 同理取 ε = ρ − ρ2 > 0, 存在 t2 当 t > t2 有

||FT
2 (t)||T < ρ,故存在t0 = max(t1, t2),当t > t0有

||F1(t)|| < ρ, ||FT
2 , (t)|| < ρ. (A1)

由式(37)迭代有关系

P (t) = F1(t, t0)P (t0)F
T
2 (t, t0) +

tP
i=t0+1

F1(t, i)∆(i)FT
2 (t, i), (A2)

其中定义Fi(t, k) = Fi(t) · · ·Fi(k + 1), Fi(t, t) = In,
i = 1, 2. 当t > t0时,应用矩阵范数性质和(A1)引出

||P (t)|| 6
||F1(t, t0)||||P (t0)||||FT

2 (t, t0)||+
tP

i=t0

||F1(t, i)||||∆(i)||||FT
2 (t, i)|| 6

ρt−t0 ||P (t0)||cρt−t0 +
tP

i=t0+1
ρt−i||∆(i)||cρt−i 6

c||P (t0)||+ bc
t−t0−1P

j=0
ρ2j 6

c||P (t0)||+ bc

1− ρ2
= γ, (A3)

其中由∆(i)的有界性有||∆(i)|| 6 b. 于是有

||P (t)|| < γ + max(||P (1)||, · · · , ||P (t0)||), ∀t, (A4)

即P (t)有界. 证毕.

引引引理理理6的的的证证证明明明
由式(38)迭代有关系

P (t) = F t
1P (0)FTt

2 +
t−1P
j=0

F j
1 ∆(t− j)FTj

2 , (A5)

因F1, FT
2 为稳定矩阵,则存在矩阵范数|| · ||和|| · ||T使||F1||

= ρ1 < 1, ||FT
2 ||T = ρ2 < 1,且由不同范数的等价关系,对

任意n× n矩阵X有关系||X|| 6 c||X||T , c > 0. 于是有

||P (t)|| 6 ||F t
1 ||||P (0)||||FTt

2 ||+
t−1P
j=0

||F j
1 ||||∆(t−j)||||FTj

2 ||6

cρt
m||P (0)||+ c

t−1P
j=0

ρj
m||∆(t− j)||, (A6)

其中:定义ρm = ρ1ρ2,则有0 < ρm < 1,因ρt
m → 0, t →∞,

于是对任意ε > 0, 存在tρ > 0使当t > tρ有ρt
m < ε. 又

由∆(t) → 0有||∆(t)|| → 0, 于是同样ε > 0, 存在tδ > 0,
当t > tδ有||∆(t)|| < ε. 引入分解

t−1P
j=0

ρj
m||∆(t− j)|| =

tρP
j=0

ρt
m||∆(t− j)||+

t−1P
j=tρ+1

ρt
m||∆(t− j)||, (A7)

由∆(t) → 0引出||∆(t)||有界, 即||∆(t)|| < b, b > 0, ∀t.
当t > t0 = tρ + tδ时有

tρP
j=0

ρj
m||∆(t− j)|| <

ε
tρP

j=0
ρj

m < ε
∞P

j=0
ρj

m =
ε

1− ρm
, (A8)

t−1P
j=tρ+1

ρj
m||∆(t− j)|| <

b
t−1P

j=tρ+1
ρj

m =
bρ

tρ+1
m (1−ρ

t−tρ−1
m )

1− ρm
<

bε

1−ρm
. (A9)

于是当t > t0时有||P (t)|| < γε, γ = c||P (0)|| + c(1 + b)

1− ρm
.

因ε > 0可取任意小,而ε与常数γ无关,故||P (t)||可任意小,

即P (t) → 0, t →∞. 证毕.
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