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摘要:研究线性时滞系统的时滞无关关联稳定性和协调控制问题.利用双线性矩阵不等式(BMI),给出了两个系
统关联稳定和协调镇定的充分条件,将关联和协调控制器的设计问题转化为具有BMI约束的非凸优化问题,并给出
了求解这类问题的交替算法. 最后,通过一个数值例子来说明本文结果的有效性. 研究结果表明,不稳定的时滞系
统可以通过设计关联或协调控制构成稳定的组合系统.
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Interconnected stability and cooperative control of
linear time-delay systems
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Abstract:The interconnected stability and cooperative control for linear time-delay systems are investigated using the
bilinear matrix inequality(BMI). Sufficient conditions for interconnected stability and cooperative stabilization for two
subsystems are given. The design of interconnected and cooperative controllers is converted into a non-convex optimization
problem with BMI constraints. Some alternate algorithms for solving these problems are proposed. Numerical examples are
provided to illustrate the effectiveness of the proposed methods. Results show that unstable subsystems can be configured
into a stable composite system through proper interconnection and by using the cooperative controllers.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,随着现代科学技术的飞速发展,在通信

系统、电力系统、化工系统、交通运输系统等系统中

出现了大量需要多个子系统间进行协调合作才能实

现的工程控制问题.多个系统之间的协调控制问题
引起国内外学者的广泛关注[1∼5]. 文献[1∼3]研究了
两个线性定常系统的协调控制问题.文献[4]研究了
两个离散线性定常系统的协调控制问题.文献[5]研
究了Lurie型非线性系统的协调控制问题.这些研究
表明, 不稳定的系统可通过适当的关联或协调控制
构成稳定的组合系统.

在实际系统中,普遍存在着时间滞后现象,同时
时滞又是导致系统不稳定的一个重要因素.因而研
究时滞系统的控制问题具有非常重要的理论意义和

应用价值.时滞系统的研究也是控制理论研究的热
点方向[6,7]. 近年来,时滞大系统的研究引起了许多

学者的广泛关注[8,9]. 然而,多个具有时滞的线性系
统之间的协调控制问题的研究还未见相关报道.

20世纪90年代以来, 线性矩阵不等式(LMI)和
双线性矩阵不等式(BMI)算法[10∼13]的引入简化了

大系统的稳定性分析和控制器的设计. 本文基于
BMI方法, 研究了两个线性时滞系统的关联稳定和
协调控制问题. 基本思想是应用Lyapunov函数方法
设计两个子系统之间的关联或协调控制构成稳定的

组合系统,给出两个子系统关联稳定和协调镇定的
充分条件,将关联或协调控制器的设计问题转化成
为具有BMI约束的非凸优化问题, 并应用BMI方法
及MATLAB工具箱来求解. 本文给出的时滞系统时
滞无关的稳定性条件.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
本文的结果可以很容易地推广到多个系统的情

况,为了叙述方便,本文只研究具有两个系统的关联
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稳定和协调控制问题.考虑如下两个相互独立的线
性时滞系统:

ẋ1(t) = A1x1(t) + C1x1(t− τ) + B12u12(t), (1)

ẋ2(t) = A2x2(t) + C2x2(t− τ) + B21u21(t), (2)

其中: x1(t) ∈ Rn1 , x2(t) ∈ Rn2 是状态变量, u12 ∈
Rm1 , u21 ∈ Rm2 为控制输入, A1 ∈ Rn1×n1 , A2 ∈
Rn2×n2 , B12 ∈Rn1×m1 , B21 ∈Rn2×m2 , C1 ∈Rn1×n1 ,
C2 ∈Rn2×n2 是系统的系数矩阵, τ 是大于零的时滞

常量.

首先,研究系统(1)(2)当u12 ≡ 0, u21 ≡ 0时的可
关联稳定问题, 即是否存在关联矩阵A12 ∈Rn1×n2 ,
A21 ∈Rn2×n1 以及如何设计关联矩阵A12, A21 使得

组合系统(3)渐近稳定.[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
A1 A12

A21 A2

][
x1(t)
x2(t)

]
+

[
C1 0
0 C2

][
x1(t− τ)
x2(t− τ)

]
. (3)

同时, 还要讨论在二次型性能指标(4)下的关联矩
阵A12, A21的优化设计问题:

J(A21, A12, x0)=
w ∞

t0
xT(t)(Q + AT

d Ad)x(t)dt. (4)

其中

Q =

[
Q11 Q12

QT
12 Q22

]

是已知的半正定矩阵, Ad = diag{A21, A12}.

其次,本文还将讨论系统(1)(2)的协调镇定问题,
即是否存在如下状态反馈协调控制器(协调控制):

u12(t) = K12x2(t), u21(t) = K21x1(t). (5)

以及如何设计控制器增益矩阵K12, K21, 使得组合
系统(6)渐近稳定.[

ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
A1 B12K12

B21K21 A2

][
x1(t)
x2(t)

]
+

[
C1 0
0 C2

][
x1(t− τ)
x2(t− τ)

]
. (6)

同时,还将讨论在二次型性能指标(7)下,协调控制器
的优化设计问题:

J(u21, u12, x0) =
w ∞

t0
(xTQx + uT

12R12u12 +

uT
21R21u21)dt. (7)

其中: R12∈Rm1×m1 , R21∈Rm2×m2为已知的正定矩

阵, K12 ∈Rm1×n2 , K21 ∈Rm2×n1是将要设计的未知

常数矩阵.

定定定义义义 1 如果存在矩阵A12, A21使得组合系统

(3)渐近稳定, 则称系统(1)和(2)(或矩阵A12, A21) 可
关联稳定.

定定定义义义 2 如果存在协调控制器(5)使得闭环组合
系统(6)渐近稳定,则称系统(1)和(2)可协调镇定.

3 两两两 个个个 线线线 性性性 时时时 滞滞滞 系系系 统统统 的的的 关关关 联联联 稳稳稳

定定定(Interconnected stability of two linear
time-delay systems)
下面给出由两个系统可关联稳定的充分条件.

定定定理理理 1 线性时滞系统(1)(2)可关联稳定的充
分条件是存在正定矩阵P11, P22, S11, S22及矩阵P12,
S12, A12, A21,使得下列矩阵不等式成立:

P (P11, P12, P22) ,
[

P11 P12

PT
12 P22

]
> 0, (8)

S(S11, S12, S22) ,
[

S11 S12

ST
12 S22

]
> 0, (9)

E(A12, A21, P11, P12, P22, S11, S12, S22) ,


Σ11 Σ12 P11C1 P12C2

ΣT
12 Σ22 PT

12C1 P22C2

CT
1P11 CT

1P12 − S11 − S12

CT
2P

T
12 CT

2P22 − ST
12 −S22


 < 0, (10)

其中:

Σ11 = AT
1 P11 + P11A1 + AT

21P
T
12 + P12A21 + S11,

Σ12 = AT
1 P12 + P12A2 + AT

21P22 + P11A12 + S12,

Σ22 = AT
2 P22 + P22A2 + AT

12P12 + PT
12A12 + S22.

证证证 为方便叙述,记:

x(t) = [xT
1 (t) xT

2 (t)]T, C = diag{C1, C2},

A =

[
A1 A12

A21 A2

]
.

于是,组合系统(3)可简写为

ẋ(t) = Ax(t) + Cx(t− τ). (11)

构造如下的Lyapunov函数:

V (x(t)) = xT(t)Px(t) +
w t

t−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ,

其中:

P =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
, S =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
.

对V (x(t))沿系统(11)的轨线求导,有
dV

dt
=

xT(t)(ATP + PA + S)x(t) + xT(t)PCx(t− τ) +
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xT(t− τ)CTPx(t)− xT(t− τ)Sx(t− τ) =
[

x(t)
x(t− τ)

]T [
ATP +PA+S PC

CTP − S

][
x(t)

x(t− τ)

]
.

由Lyapunov稳定性理论,若存在正定矩阵P , S,使得
不等式 [

ATP +PA+S PC

CTP − S

]
< 0 (12)

成立, 则系统(11)渐近稳定. 通过简单的计算, 不等
式(12)的分块形式可写为式(10). 证毕.

不等式(8)和(9)是LMIs, 而不等式(10)是BMI. 不
等式(8)(9)和(10)的可行解可通过求解如下优化问题
得到:

问问问题题题 1

min t,

s.t. − P (P11 P12 P22) < tI,

− S(S11 S12 S22) < tI,

E(P11 P12 P22 S11 S12 S22 A12 A21) < tI.

下面考虑关于关联矩阵A12, A21 的优化设计问

题.

定定定理理理 2 若LMIs(8)(9)和BMI

F (P11, P12, P22, S11, S12, S22, A12, A21) ,


Ω11 Ω12 P11C1 P12C2 AT
21 0

ΩT
12 Ω22 PT

12C1 P22C2 0 AT
12

CT
1 P11 CT

1 P12 − S11 − S12 0 0
CT

2 PT
12 CT

2 P22 − ST
12 − S22 0 0

A21 0 0 0 −I 0
0 A12 0 0 0 −I



<0 (13)

成立, 则系统(1)(2)可关联稳定, 且性能指标(4)满足
如下不等式:

J(A12, A21) 6 xT
0 Px0 +

w 0

−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ,

其中:

Ω11 = Q11 + AT
1 P11 + P11A1 + AT

21P
T
12 +

P12A21 + S11,

Ω12 = Q12 + AT
1 P12 + P12A2 + AT

21P22 +

P11A12 + S12,

Ω22 = Q22 + AT
2 P22 + P22A2 + AT

12P12 +

PT
12A12 + S22.

证证证 对下面的Lyapunov函数:

V (x(t)) = xT(t)Px(t) +
w t

t−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ,

沿系统(11)的轨线求导,得
dV

dt
=

xT(t)[ATP +PA+S]x(t)+xT(t)PCx(t−τ) +

xT(t− τ)CTPx(t)− xT(t− τ)Sx(t− τ) =
[

x(t)
x(t− τ)

]T [
ATP +PA+S PC

CTP −S

][
x(t)

x(t−τ)

]
=

[
x(t)

x(t−τ)

]T [
Ψ−Q−AT

d Ad PC

CTP −S

][
x(t)

x(t−τ)

]
,

其中

Ψ =

[
Ω11+AT

21A21 Ω12

ΩT
12 Ω22+AT

12A12

]
.

由Schur补定理可知式(13)成立等价于[
Ψ PC

CTP − S

]
< 0.

因此,当不等式(13)成立时,
dV

dt
< −xT(t)(Q + AT

d Ad)x(t) < 0. (14)

由Lyapunov稳定性理论可知系统(11)是渐近稳定的.
进一步, 对(14)两边关于时间t从0到T积分, 并利用
初始条件x(0) = x0,可得

xT(T )Px(T ) +
w T

T−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ −

xT
0 Px0 −

w 0

−τ
xT (γ)Sx(γ)dγ <

−
w T

0
xT(t)(Q + AT

d Ad)x(t)dt.

由于系统(11)是渐近稳定的,所以当T→∞时,

xT(T )Px(T ) → 0,
w T

T−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ → 0.

因此

J(A12, A21, x0) =
w ∞

0
xT(t)(Q + AT

d Ad)x(t)dt 6

xT
0 Px0 +

w 0

−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ.

证毕.
由定理2, 可以通过求解如下问题来对关联矩

阵A12, A21进行优化设计:
问问问题题题 2 min

P,S,A12,A21

||P + S||,
s.t. 式(8)(9)(13).

优化问题2的解可由求解如下问题得到:

min
P,S,A12,A21

λ1,

s.t. 式(8)(9)(13), ||P + S|| < λ1.
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由于不等式||P + S|| < λ1等价于[
0 P +S

P +S 0

]
<

[
λ1I 0
0 λ1I

]
. (15)

因此,优化问题2可转化为如下的标准广义特征
值问题(GEVP).

问问问题题题 3 min
P,S,A12,A21

λ1,

s.t. 式(8)(9)(13)(15).

进一步,考虑到不等式Q + AT
d Ad < λ2I 等价于[

Q AT
d

Ad −I

]
<

[
λ2I 0
0 0

]
. (16)

因此问题2又可转化为下面的标准广义特征值问题
(GEVP).

问问问题题题 4 min
P,S,A12,A21

λ2,

s.t. 式(8)(9)(13),[
Q AT

d

Ad −I

]
<

[
Y 0
0 0

]
, Y < λ2I.

问题4是BMI约束下的非凸优化问题, 后面将会
讨论关于此类问题的可行解和局部优化解的求解算

法.

4 协协协调调调控控控制制制器器器的的的优优优化化化设设设计计计(Optimal design of
cooperative controllers)
下面考虑线性时滞系统的协调镇定问题.

定定定理理理 3 线性时滞系统(1)(2)可协调镇定的
充分条件是存在正定矩阵P11, P22, S11, S22,及矩阵
P12, S12, K12, K21,使得LMIs(8)(9)和BMI(17)成立:

H(P11, P12, P22, S11, S12, S22,K12,K21) ,


Γ11 Γ12 P11C1 P12C2

ΓT
12 Γ22 PT

12C1 P22C2

CT
1 P11 CT

1 P12 − S11 − S12

CT
2 PT

12 CT
2 P22 − ST

12 − S22


 < 0, (17)

其中:

Γ11 = AT
1 P11 + P11A1 + KT

21B
T
21P

T
12 +

P12B21K21 + S11,

Γ12 = AT
1 P12 + P12A2 + KT

21B
T
21P22 +

P11B12K12 + S12,

Γ22 = AT
2 P22 + P22A2 + KT

12B
T
12P12 +

PT
12B12K12 + S22.

证证证 用B12K12, B21K21分别代替定理1中的A12,
A21可得不等式(17). 证明过程与定理1相同,这里略.

由定理3可知, LMIs(8)(9)和BMI(17)的可行解给
出了协调控制器的一种设计方法. LMIs(8)(9)和
BMI(17)的可行解可通过求解下列优化问题得到.
问问问题题题 5

min t,

s.t. − P (P11, P12, P22) < tI,

− S(S11, S12, S22) < tI,

H(P11, P12, P22, S11, S12, S22,K12,K21) < tI.

对于协调控制器的优化设计问题,有下面定理.

定定定理理理 4 若存在正定矩阵P11, P22, S11, S22,及
矩阵P12, S12, K12, K21, 使得LMIs(8)(9)和BMI(18)
成立:

G(P11, P12, P22, S11, S12, S22,K12,K21) ,


Π11 Π12 P11C1 P12C2 KT
21 0

ΠT
12 Π22 PT

12C1 P22C2 0 KT
12

CT
1 P11 CT

1 P12 −S11 − S12 0 0
CT

2 PT
12 CT

2 P22 −ST
12 − S22 0 0

K21 0 0 0 −R−1
21 0

0 K12 0 0 0 −R−1
12



<0, (18)

其中:

Π11 = Q11 + AT
1 P11 + P11A1 + KT

21B
T
21P

T
12 +

P12B21K21 + S11,

Π12 = Q12 + AT
1 P12 + P12A2 + KT

21B
T
21P22 +

P11B12K12 + S12,

Π22 = Q22 + AT
2 P22 + P22A2 + KT

12B
T
12P12 +

PT
12B12K12 + S22,

R21 = B21
T + B21, R12 = B12

T + B12.

则组合系统(6)可通过协调控制器(5)协调镇定且性
能指标(7)满足式(19).

J(u12, u21) 6 xT
0 Px0 +

w 0

−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ. (19)

证证证 只需用B12K12, B21K21分别代替定理2中
的A12, A21,定理4即可得证. 证毕.

由定理4知,通过求解如下问题可进行协调控制
器u12和u21的优化设计.

问问问题题题 6 min
P,S,K12,K21

||P + S||,
s.t. 式(8)(9)(18).

同样,优化问题6的解可由求解如下问题得到:

min
P,S,K12,K21

λ1,

s.t. 式(8)(9)(18), ||P + S|| < λ1.
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并且不等式||P + S|| < λ1等价于(15). 因此,优
化问题6同样可转化为下列的标准广义特征值问题
(GEVP).

问问问题题题 7 min
P,S,K12,K21

λ1,

s.t. 式(8)(9)(18).

此外,考虑到不等式Q+KT
d RdKd < λ2I等价于[

Q KT
d

Kd −R−1
d

]
<

[
λ2I 0
0 0

]
.

因此, 问题6又可转化为下列标准广义特征值问题
(GEVP).

问问问题题题 8

min
P,S,K12,K21

λ2,

s.t. 式(8)(9)(18),[
Q KT

d

Kd −R−1
d

]
<

[
Y 0
0 0

]
, Y < λ2I.

问题6也是BMI约束下的非凸优化问题, 下面将
讨论关于此类问题的可行解和局部优化解的求解算

法.

5 BMI的的的优优优化化化算算算法法法(Optimization algorithm of
BMI)
首先,本文讨论求解问题1的算法,这是关于LMI

和BMI的可行性问题. 若问题1存在可行解, 则组合
系统(3)是可关联稳定的,且其可行解给出了设计组
合系统(3)的关联控制器的一种方法.

由于矩阵不等式(10)是关于矩阵变量Pij , Sij(i,
j =1, 2), A12, A21的BMI.若固定Pij , Sij(i, j =1, 2),
则BMI(10)可转化为关于矩阵变量A12, A21的LMI;
若固定矩阵变量A12, A21, 则BMI(10)可转化为关
于矩阵变量Pij , Sij(i, j = 1, 2)的LMI. 因此可通过
MATLAB中的LMI工具箱来求解这些LMI问题的可
行解. 下面给出求解问题1的求解算法.

算算算法法法 1
Step 1 给定初始值A12 = A

(0)
12 , A21 = A

(0)
21 ,

k = 0.

Step 2 令k = k + 1,求解优化问题:

min
P,S,A12,A21

t

s.t. − P (P11, P12, P22) < tI,

− S(S11, S12, S22) < tI,

E(P11, P12, P22, S11, S12, S22,

A
(k−1)
12 , A

(k−1)
21 ) < tI.

得到矩阵Pij , Sij(i, j = 1, 2),并记:

P
(k)
ij = Pij, S

(k)
ij = Sij, i, j = 1, 2.

求解优化问题:

min
A12,A21

t

s.t. E(P (k)
ij , S

(k)
ij , A12, A21) < tI, i, j = 1, 2,

得解矩阵A12, A21,记:

A
(k)
12 = A12, A

(k)
21 = A21.

Step 3 若下列矩阵不等式组:

P (P (k)
11 , P

(k)
12 , P

(k)
22 ) > 0,

S(S(k)
11 , S

(k)
12 , S

(k)
22 ) > 0,

E(P (k)
11 , P

(k)
12 , P

(k)
22 , S

(k)
11 , S

(k)
12 , S

(k)
22 , A

(k)
12 , A

(k)
21 )<0

成立或k大于最大循环次数, 转入Step 4; 否则转入
Step 2.

Step 4 返回可行解A
(k)
ij ,结束运行.

下面讨论关联矩阵的优化设计问题. 问题2是
LMI和BMI约束下的标准GEVP问题,求解过程分为
两个步骤:

第1步 用算法1求取LMIs(8)(9)和BMI(13)的一
组可行解(P (0), S(0), A

(0)
12 , A

(0)
21 );

第2步 在求得不等式(8)(9)和(13)的可行解的基
础上,用下列的优化交替算法求取优化解. 算法设计
如下:

算算算法法法2:

Step 1 给定初始值A12 = A
(0)
12 , A21 = A

(0)
21 ,

k = 0 .

Step 2 令k = k + 1, A21 = A
(k−1)
21 , A12 =

A
(k−1)
12 , 求解优化问题3, 得到矩阵Pij , Sij(i, j =

1, 2),并记:

P
(k)
ij = Pij, S

(k)
ij = Sij, i, j = 1, 2.

求解问题4,得到解矩阵A12, A21,记:

A
(k)
12 = A12, A

(k)
21 = A21.

Step 3 计算

||P (k)
ij +S

(k)
ij −P

(k−1)
ij −S

(k−1)
ij ||,

若

||P (k)+S(k)−P (k−1)−S(k−1)|| < ε,

其中ε为容忍度系数, 或k大于最大循环次数, 转入
Step 4;否则转入Step 2.

Step 4 返回可行解A
(k)
12 , A

(k)
21 ,结束运行.

问题6、问题7和问题8的求解算法, 只需要用
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B12K12, B21K21代替算法1和算法2中的A12, A21即

可,所以这里不再重复.

6 数数数值值值例例例子子子(Numerical examples)
下面通过数值算例来说明本文所提出的算法的

可行性和有效性.
例例例 考虑由系统(1)(2)构成的组合系统的可关联

稳定性问题,其中:

A1 =

[
0 −1
−1−2

]
, C1 =

[
0 0
−1−1

]
, A2 =

[
−4 1
0 −4

]
,

C2=

[
−1 0
−1−1

]
, B12=

[
10 0
0 100

]
, B21=

[
100 0
0 100

]
.

注意到,若固定A12, A21,优化问题3转化为LMI约束
下的标准GEVP问题;若固定Pij , Sij(i, j = 1, 2),优
化问题4同样也可以转化为LMI约束下的标准
GEVP问题. 因而在理论上, 既可对A12和A21取初

值, 也可以对P11, P12, P22, S11, S12, S22取初值, 都
可以用迭代算法求可行解. 这里对Pij , Sij(i, j =
1, 2)给定初值:

P
(0)
11 =

[
1 0
0 1

]
, P

(0)
22 =

[
1 0
0 1

]
, P

(0)
12 =

[
0.5 0
0 0.5

]
,

S
(0)
11 =

[
1 0
0 1

]
, S

(0)
22 =

[
1 0
0 1

]
, S

(0)
12 =

[
0.2 0
0 0.2

]
.

利用算法1可得一组可行解:

A12 =

[
2.1460 −0.8683

−1.1347 0.4632

]
,

A21 =

[
−1.9717 1.0026

1.2691 −0.6400

]
,

K12 =

[
0.3311 −0.0043

−0.0221 0.0040

]
,

K21 =

[
−0.0313 0.0207
−0.0004 −0.0205

]
.

由算法2可得一组优化解:

K12 =

[
0.4010 0.3788

−0.0663 0.0187

]
,

K21 =

[
−0.0324 0.0625
−0.0371 −0.0158

]
.

图1为两个系统的原始状态响应曲线, 图2为通
过协调控制构成的组合系统的状态响应曲线.由定
理4,性能指标(7)的上确界为

xT
0 Px0 +

w 0

−τ
xT(γ)Sx(γ)dγ.

由算法1和算法2,可得

Zf = 1.0482, Zo = 0.9416,

其中: Zf 表示性能指标在可行协调控制器下的上界;
Zo表示优化后的协调控制器下的上界. 当容忍度系
数ε = 0.002时,其性能指标变化曲线如图3所示.

图 1 两个系统的原始状态响应曲线

Fig. 1 Initial state response curve for two systems

图 2 组合系统的状态响应曲线

Fig. 2 State response curve for the composite system

图 3 性能指标变化曲线

Fig. 3 Change curve for performance index

本例中, 第一个系统的系数矩阵A1为不稳定矩

阵,但通过关联或协调控制构成稳定的组合系统.众
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所周知, 时滞大系统稳定和镇定的前提为子系统的
状态矩阵为渐进稳定矩阵,但在定理1∼4中,并没有
要求矩阵A1, A2为渐近稳定矩阵, 因而两个不稳定
的时滞系统可以通过关联或协调控制来构成渐近稳

定的组合时滞系统.

7 结结结论论论(Conclusions)
研究了具有时滞的组合系统的关联稳定和协调

控制问题, 给出其关联稳定和协调镇定的充分条
件, 将协调控制器的设计问题转化成为具有BMI约
束的非凸优化问题, 并给出了基于双线性矩阵不
等式方法的局部优化交替算法. 这种算法可以用
MATLAB中的LMI工具箱求解. 研究结果表明,不稳
定的线性时滞系统可以通过适当的关联或协调控制

构成稳定的组合系统.
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