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摘要:本文采用强跟踪滤波器为主要框架,通过线性化和状态扩展解决非线性系统时变参数和状态的估计问题.
在普通强跟踪滤波器的基础上,以小波变换估计量测噪声,采用滤波增益调整系数解决过跟踪问题,给出了主要的
计算公式和参数的取值方法, Monte Carlo仿真和在弹道方程参数辨识中的应用结果表明,本方法不但对突变参数
具有强跟踪能力,在噪声方差发生变化的情况下,仍可以对非线性参数进行准确的辨识,状态与参数估计精度高于
普通的强跟踪滤波器.
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Parameter identification of nonlinear system and
its application based on strong tracking filter and wavelet transform
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Abstract: The strong tracking extended Kalman filter(STEKF) is used as the main frame and the linearization and state
expansion are employed to estimate the time-varying parameters and states of nonlinear systems. Based on the general
STEKF, a wavelet-transform-based filter is proposed to estimate the variance of the measurement noise, and a new filtering
gain factor is utilized in STEKF to eliminate the tracking overshoot. Main formulas for calculation and the methods for
selecting parameters are presented. Monte Carlo simulation and practical application in identification of ballistic parameters
demonstrate that the proposed method can exactly estimate the abruptly changing parameters even when the variance of
the measurement noise is time-varying. The estimation accuracy of parameters and states is higher than that of the general
STEKF.
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1 引引引言言言(Introduction)
参数的辨识是非线性系统模型建立的基础. 通

过将非线性系统转换成线性系统[1], 扩展Kalman滤
波器(EKF)被广泛运用于带有噪声的非线性系统的
滤波和估计中[2], 但EKF在参数或状态突变时, 容
易发散, 文献[3,4]提出采用强跟踪的卡尔曼滤波
器(STEKF)解决突变状态及参数的滤波和估计问题,
取得了很好的效果, 虽然STEKF比一般EKF的鲁棒
性强,但在系统模型不准确,状态噪声和量测噪声的
统计特性描述不准确等情况下,与所有的Kalman框
架的滤波器一样, 滤波的性能也将严重恶化[5]. 当
参数设置不恰当时, 其滤波精度甚至会低于一般
的EKF. 针对噪声估计的问题, Sage A. P和Husa G.
W.提出了Sage-Husa自适应滤波算法[6],但该算法的

稳定性和收敛性不能完全保证[7], 在突变参数出现
时也会出现发散现象.许多基于模型的噪声估计方
法,对突变模型的跟踪能力差,对突变噪声的估计能
力不足[8, 9]. 小波变换在数据处理、信号消噪、图象
处理等领域中有着广泛应用, 其对噪声有着良好的
估计和处理能力[10∼12]. 小波估计噪声不需要对系统
进行建模,鲁棒性较强,所以可以将小波用于有突变
参数系统的噪声估计.

另一方面, 如果把以Kalman为框架的滤波器看
作是一个比例控制器, 笔者发现强跟踪滤波器在跟
踪突变参数时, 会出现超调量, 即为过跟踪现象,如
图1虚线超出部分所示. 过跟踪现象的产生是由于相
关参数取值及噪声估计不当, 造成滤波增益方程值
过大产生的, 需要根据不同情况取适当的滤波增益
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方程,便可有效解决这类问题.
本文将非线性参数的辨识问题转化成非线性系

统的状态与参数的联合估计问题,采用改进的强跟
踪滤波器解决突变参数的辨识问题,将小波变换用
作对量测数据的前处理以解决噪声估计不准确的问

题,从而使本辨识方法在具有对突变参数敏感的同
时,减少噪声对结果的影响.

图 1 强跟踪滤波器的过跟踪现象

Fig. 1 Overshoot of STEKF

2 基基基于于于小小小波波波变变变换换换的的的噪噪噪声声声估估估计计计方方方法法法(Noise es-
timation based on wavelet transform)
时变非线性系统的动态方程为

xk+1 = f(xk, θk) + vk, (1)

yk+1 = h(xk+1, θk+1) + dk+1. (2)

式中: xk为n维状态变量列阵; f(xk, θk)为非线性状
态函数, vk为n维模型噪声列阵; yk+1为m维量测列

阵; h(xk+1, θk+1)为非线性量测函数, dk+1为量测噪

声列阵; θk为p维时变非线性列阵,它包括p个待辨识

的参数, vk和dk+1为零均值互不相关的高斯白噪声,
其方差分别为Qk和Rk+1.

2.1 量量量测测测噪噪噪声声声估估估计计计(Estimation of measurement se-
quences noise)
本节中给出采用小波变换对噪声的方差进行估

计的原理和方法,在这里我们只需要估计噪声方差,
而不需要估计均值[13]. 对满足式(2)的m维量测序

列yi(t)有

yi(t) = hi(t) + di(t), i = 1, 2, · · · ,m. (3)

要从式(3)中估计出噪声的方差, 需要抑制函数
hi(t)的影响, 如果hi(t)是相对分段平滑的, 就可以
通过小波变换构造一个具有一定鲁棒性的方差估

计器. 取长度为L的量测值进行小波变换.设ψ(t) ∈
L2(R)为小波母函数,其Fourier变换为ψ̂(ω), ψ̂(ω)满
足完全重构条件:

Cψ =
w ∞
−∞

|ψ̂(ω)|2
|ω| dω < ∞, (4)

将母函数ψ(t)经伸缩和平移后得小波序列

ψa,b(t) =
1√
|a|ψ(

t− b

a
), a, b ∈ R, a 6= 0, (5)

其中: a为伸缩因子, b为平移因子.

对于函数yi(t)的小波变换为

Wyi
(a, b) = 〈yi, ψa,b〉 =

|a|− 1
2

w ∞
−∞

yi(t)ψ(
t− b

a
)dt. (6)

由于小波变换具有线性特性,所以有

Wyi
(a, b) = Whi(t)(a, b) + Wdi(t)(a, b). (7)

采用正交小波母函数, 对函数进行多层次小波
分解,如果函数hi(t)比小波序列平滑,随着层数的增
加,噪声信号与原始信号的区别更加明显,即有[14]

Wyi
(a, b) ≈ Wdi(t)(a, b). (8)

其细节的系数对应着原始信号的噪声信息,所以
可以通过对细节部分的小波系数的噪声估计来估计

量测噪声. 通常,由于量测次数是有限的,只能求得
标准差σ的估值σ̂,其值可用下式计算:

σ̂ = M, (9)

式中的M称为“中误差”, 它不等于每个测量值的
真误差, 它只是反映这组真误差群体分布的离散程
度大小的数字指标.

作为一个统计概念,满足高斯分布随机变量的标
准差σ, 可以用或然误差ρ来估计, 当抽样无穷多时,
出现大于ρ或小于ρ的误差的概率各为50%, 因量测
次数n有限,常将ρ的估值记作ω. 或然误差ω可理解

为: 将真误差按绝对值从大到小排序, 当为奇数时,
居中的真误差就是ω;当为偶数时,居中的两个真误
差的平均值作为ω. 或然误差与中误差有如下关系:

ω ≈ 0.6745M, (10)

所以有

σ̂ ≈ ω

0.6745
=

median|Wyi
(a, b)|

0.6745
, (11)

式中 median |Wyi
(a, b)| 指取 |Wyi

(a, b)| 的中值,
Donoho D L等人也提出了如式(11)所示的噪声估
计方法[15∼18]. 由于量测样本量的问题, 以及函
数hi(t)的平滑性问题,式(8)和式(10)不是精确相等,
所以需要根据实际情况确定σ̂的值,取常数ζ作为估

计的调整系数,式(11)变为

σ̂ ≈ median|Wyi
(a, b)|

0.6745ζ
. (12)

常数ζ作为一个调整参数,它的取值主要决定于
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函数hi(t)的情况、小波基的选择以及噪声的大小,
一般取1即可.当hi(t)的平滑性不能得到保证时, 应
该选取比hi(t)更不平滑的小波序列, 或是减小估计
区间, 相当于平滑hi(t). 如果hi(t)内存在与量测噪
声相当的噪声,那么将影响到量测方差的估计,如果
有κ个相当的噪声引入,那么可以取以下公式计算常
数ζ:

ζ = κ + 1. (13)

2.2 估估估计计计信信信号号号长长长度度度选选选取取取(Selection of estimation
signal length)
由于量测信号的噪声统计特性可能发生变化,所

以噪声的估计应该根据信号局部特征进行, 即需要
对局部信号进行噪声估计, 局部信号的长度L取值

在文献[17]中有详细叙述,在文献[17]中, L的长度取

决于采样的频率和反应时间,如下式所示:

L = τfs, (14)

其中: τ为反应时间, fs为采样频率.

在这里笔者认为, 局部估计信号的长度需要根
据计算量的大小,噪声的变化程度尽量取大, L越大,
式(10)的左右两端越接近, 但L越大, 对局部噪声的
变化敏感性越差,噪声的整体估计的鲁棒性增加,灵
敏度下降. 所以, L的选取是一个在计算精度和计算

速度之间的寻优过程, 也是灵敏性与鲁棒性的折中
选择.即满足以下性能指标:




min
L

δa =
n∑

k=1

(|âi(k)− ai(k)|),
max L, L ∈ [1 n],
min T .

(15)

其中: n为采样点个数, T为计算时间, âi(k)为参数
的估计值, ai(k)为估计参数的真值.

在实际计算时,可对实际量测数据进行整体和局
部噪声的初步估计,即取L为10∼n,计算每一个采样
点的σ̂, 根据噪声的变化情况, 从而决定L的实际取

值,当σ̂变化不大时, L取尽量大,反之,取小. 在要求
计算速度或σ̂变化不大的场合,取L范围内所有的方

差相等,只计算一次即可.

3 状状状态态态与与与时时时变变变参参参数数数的的的联联联合合合估估估计计计(Estimation
of states and time varying parameters)
本节给出在强跟踪滤波器基础上的状态与时变

非线性参数的联合估计改进算法. 将状态变量xk和

非线性参数θk组成增广状态向量,则状态方程变为

Xk+1 =

[
f(xk, θk) + vk

θk + wk

]
= f(Xk)+V k, (16)

其中: Xk = [xT
k θT

k ]T, Vk = [vT
k wT

k ]T, wk是均值

为0,方差为Wk的白噪声,所以增广后的状态方程的
噪声方差阵为

Qa
k =

[
Qk 0
0 Wk

]
. (17)

将f(Xk)在Xk的附近X̂k处展开成Taylor级数,
将h(Xk+1)在Xk+1的附近X̂k+1/k展开成Taylor级
数,并分别取一阶近似,即将式(1)(2)线性化为

Xk+1 = Φk+1/kXk + Uk + Vk, (18)

yk+1 = Hk+1Xk+1 + Sk + dk+1. (19)

其中:

Φk+1/k =
∂f

∂X

∣∣∣∣
Xk=X̂k

,

Uk = f(X̂k)− ∂f

∂X

∣∣∣∣
Xk=X̂k

X̂k,

Hk+1 =
∂h

∂X

∣∣∣∣
Xk+1=X̂k+1/k

,

Sk+1 = h(X̂k+1/k)− ∂h

∂X

∣∣∣∣
Xk+1=X̂k+1/k

X̂k+1/k.

以下是在文献[19,20]给出的SMFEKF的基础上
给出改进的基于小波的WSMFEKF计算步骤:

1) 首先根据计算时间、计算复杂程度进行初
步估算量测噪声标准差估值σ̂, 根据σ̂的变化情况,
选定合适的L长度, 选择合适的小波母函数, 由
式(12)计算σ̂, 再由下式估计Rk+1. 其中, σ̂2

1, · · · ,

σ̂2
m是m个量测噪声方差的估计值:

Rk+1 =




σ̂2
1 0 · · · 0

0 σ̂2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0 σ̂2
m




. (20)

2) 按下列式子进行状态及参数的联合估计:

X̂k+1/k = f(X̂k), (21)

ŷk+1/k = h(X̂k+1/k), (22)

Pk+1/k =LMDk+1Φk+1/kPkΦk+1/k+Qa
k; (23)

状态估值方程:

X̂k+1 = X̂k+1/k + Kk+1(yk+1 − ŷk+1/k); (24)

滤波增益方程:

Kk+1 = ξ · Pk+1/kH
T
k+1(Rk+1 +

Hk+1Pk+1/kH
T
k+1)

−1; (25)

估计均方误差方程:

Pk+1 = (Pk+1/k −Kk+1Hk+1Pk+1/k). (26)
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其中: LMDk+1 = diag{λ1,k+1, λ2,k+1, · · · , λn,k+1}
为渐消矩阵, λi,k+1 > 1, i = 1, 2, · · · , n为n个渐消

因子. λi,k+1的计算如式(27)∼(34)所示:

λ1,k+1 : λ2,k+1 : · · · : λn,k+1 = α1 : α2 : · · · : αn,

(27)
可令

λi,k+1 = αick+1, i = 1, 2, · · · , n. (28)

其中: αi > 1为预先确定的常数; ck+1为待定的因子.
它的确定算法如下[20]:

λi,k+1 =

{
αick+1, αick+1 > 1,

1, αick+1 6 1.
(29)

ck+1 =
tr(Nk+1)

n∑
i=1

αiMii,k+1

, (30)

Nk+1 = V0,k+1 − βRk+1 −Hk+1Q
a
k+1Hk+1,

(31)

Mk+1 = FkPk/kF
T
k HT

k+1Hk+1, (32)

V0,k+1 =





γ1γ
T
1 , k = 0,

ρV0,k + γk+1γ
T
k+1

1 + ρ
, k > 1.

(33)

γk+1 = yk+1 − ŷk+1/k. (34)

其中: Mii,k+1表示矩阵Mk+1的对角线上的元素,
0 < ρ 6 1为遗忘因子; β > 1为弱化因子,它使得状
态估计更加平滑. 当Xk+1的某分量Xi,k+1易于突变

时, 可相应地增大渐消因子λi,k+1的比例系数αi, 以
增强对Xi,k+1的快速跟踪能力. 当没有先验知识时,
取αi = 1, i = 1, 2, · · · , n,此时,带多重次优渐消因
子的扩展卡尔曼滤波器就退化为带单重次优渐消因

子的扩展卡尔曼滤波器. 为解决过跟踪现象, 改进
算法在增益方程(25)中增加了增益调整系数ξ,如果
估计参数存在突变,出现过跟踪现象,可将该系数减
小,该系数可以有效的减少过跟踪现象,如果没有参
数突变,可取ξ = 1.

4 仿仿仿真真真与与与应应应用用用(Simulation and application)
4.1 数数数值值值算算算例例例(Simulation example)
为了与传统的强跟踪滤波器进行比较,采用与文

献[21]中所给出的系统类似仿真实例:



x1(k + 1) = m1a(k)x2
1(k) + x1(k)+

m1x2(k)u(k) + ν1(k),
x2(k + 1) = x2(k) + ν2(k),
y1(k + 1) = a3(k + 1)x1(k + 1) + e1(k + 1),
y2(k + 1) = m2x

2
1(k + 1) + e2(k + 1).

(35)

输入变量u、状态及输出值的真值如图2所示. 为

检验算法对突变非线性参数的估计能力, 取周期
为200 s, 持续时间1000 s, 采样时间为1 s的方波作
为参数a(k)的真值, 同时加入一定的高斯白噪声,
取x1(0) = 0, x2(0) = 0.2, a(0) = 0, P (0|0) = I ,
m1 = 0.1, m2 = 4.5. 对强跟踪滤波器, 取β = 5,
ρ = 0.95, ζ = 1. 仿真中的计算时间是在Intel Pen-
tium 4 3.0 G, 1 G内存的PC机上得到的结果.

分别采用状态估计误差和参数估计误差的绝对

值的累积值作为评价指标,即

δX =
N∑

i=1

n∑
k=1

(|x̂i(k)− xi(k)|), (36)

δa =
N∑

k=1

(|âi(k)− ai(k)|), (37)

其中: N为总时间长或迭代步数, n为状态变量的个

数.

图 2 仿真对象状态和参数的真值

Fig. 2 The true valve of simulation state and parameter

图3中给出了不同的ξ取值对估计结果的影响,下
方两幅图是对上方两幅图的放大,从图中可以看出,
当ξ = 0.7附近时,有最小累积误差.

图 3 ξ对估计结果的影响

Fig. 3 The influence of the parameter ξ on estimated results
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取R0 = Q0 = diag{0.0022 0.0022}, 将400∼
599 s内量测值的噪声方差增加100倍, 采用EKF,
STEKF, 噪声匹配的STEKF和本文方法对参数的估
计结果如图4所示. 表1给出了100次Monte-Carlo仿
真实验中δX, δa以及计算时间的平均值.

表 1 估计结果比较

Table 1 Comparison of estimated results

噪声匹配

EKF
STEKF

噪声匹配

STEKF
本文方法

δX 69.392 70.106 63.905 62.925
δa 13.443 10.287 6.999 6.876
t/s 0.084 0.176 0.187 0.201

图 4 参数a的估计结果

Fig. 4 Estimated results of a

由图4和表1的结果可以看出强跟踪滤波器在噪
声估计不准确时, 其效果不如EKF, 但噪声估计准
确后其优势明显, 而本文方法的状态和参数估计的
效果均好于其他3种情况, 从计算时间上, 本方法的
计算时间与普通STEKF相当, 平均增加计算时间只
有7%左右.

另外,当噪声方差再增大10倍时,在100次仿真实
验中, 噪声不匹配的EKF及STEKF均出现了发散现
象,而本文方法与噪声匹配的EKF及STEKF相比,其
精度仍好于这两种方法,估计结果如表2所示. 下面
再在一个实际例子中检验本方法的有效性.

表 2 估计结果比较

Table 2 Comparison of estimated results

噪声匹配EKF 噪声匹配STEKF 本文方法

δX 182.148 180.455 176.601
δa 20.667 16.336 14.822

4.2 一一一类类类典典典型型型的的的非非非线线线性性性系系系统统统参参参数数数辨辨辨识识识(Parameter
identification for a class of nonlinear system)
弹道方程是一类典型的非线性微分方程组, 一

般没有精确的解析解,多采用数值逼近的方法进行
弹道解算.为方便讨论,以质点弹道方程为例, 并假
定为标准气象条件. 要辨识的弹道模型如式(38)所
示[22, 23]: 




dVx

dt
= −ρC1V Vx,

dVy

dt
= −ρC1V Vy − g0,

dVz

dt
= −ρC1V Vz,

dx

dt
= Vx,

dy

dt
= Vy,

dz

dt
= Vz,

(38)

其中: 



C1 =
S

2m
FDCD0 ,

V =
√

V 2
x + V 2

y + V 2
z .

(39)

式中: Vx, Vy, Vz为3个方向的速度值, x, y, z为位置坐
标; C1为弹道综合系数, CD0为零阻力系数, FD为阻

力符合系数; m为弹重, S为弹丸参考面积, ρ为空气

密度,它是高度的非线性函数. 对方程中的弹道综合
系数进行辨识,它是一个与速度有关的非线性参数,
取增广的状态变量: X = [x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7]T

= [Vx Vy Vz x y z C1]T将式(38)写成如下形式:

Ẋ = f(X) =




−ρx1x7

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

−ρx2x7

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 − g0

−ρx3x7

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

x1

x2

x3

0




+V ,

(40)

非线性方程组(38)只是对弹丸运动的近似描述,
有一定的误差,用零均值的高斯白噪声V来补偿.选
取速度为量测量,则量测方程为

y = h(x) + d =




x1

x2

x3


 + d, (41)

式中d是量测噪声,为零均值的高斯白噪声.

分别采用EKF和STEKF,噪声匹配的STEKF及本
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文方法对参数C1进行估计.在计算中,取0 s∼25 s的
弹丸速度为量测值, 量测噪声的方差变化如表3所
示,取

β = 6, ρ = 0.95, ζ = 1, P (0|0) = I,

Q = diag{0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 5−11},
X(0) = [694.27 139.25 0 0 0 0 0.00076]T.

表 3 弹道量测噪声方差变化表

Table 3 Measurement noise variance change of
ballistic trajectory

t/s 0∼5 5∼10 10∼15 15∼20 20∼25

σ2 0.00001 0.002 0.01 0.002 0.00001

4种估计方法的辨识结果如表4所示. 计算数据
来自某火炮的实际射表数据. 表4给出了当量测噪声
方差按表3所给变化时, 100次仿真实验中δX, δa以及

计算时间的平均值.

表 4 弹道参数估计结果比较

Table 4 Comparison of estimated results for ballistic
trajectory parameter

EKF STEKF
噪声匹配

STEKF
本文方法

δX 11258 11215 11148 10863
δa(×10−4) 2.655 3.920 2.097 2.026
计算时间/s 0.008 0.016 0.016 0.021

图 5 参数C1的估计结果

Fig. 5 Estimated results of C1

由表4和图5的结果可以看出,本文所述方法在弹
道参数辨识时, 估计效果均好于其他3种情况, 从计
算时间上, 本方法的计算时间由于小波变换时间有

所增加,但其计算时间可以接受.从以上仿真和应用
结果不难看出,改进的强跟踪滤波器较好的解决了
噪声估计与过跟踪问题,在保持了原有强跟踪能力
的基础上,提高了状态与参数估计的精度.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文采用强跟踪滤波器为主要框架,通过线性化

和状态扩展解决非线性系统状态与时变参数估计问

题,针对普通强跟踪滤波器的一些弱点,提出以小波
变换解决噪声估计不准确, 采用滤波增益调整系数
解决过跟踪问题的方法. 仿真实例及在弹道方程参
数辨识中计算结果表明改进的强跟踪滤波器在原有

强跟踪能力的基础上, 提高了状态与参数估计的精
度,在不增加过多计算时间的基础上,为非线性系统
中时变参数的估计,特别是具有突变的参数及状态
的估计提供了一种较为理想的解决方案.需要指出
的是对噪声的估计方法不仅可以运用到强跟踪滤波

器的改进中, 还可以运用到涉及噪声估计的其他方
面,可用于改进多种基于Kalman滤波框架的滤波器.
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