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摘要:本文给出了二部图复杂动力网络的数学模型及其权值识别方法. 运用自适应反馈控制技术,通过构造驱动
―响应结构的同步网络,设计了网络权值识别控制器. 应用Lyapunov稳定性理论及LaSalle不变集原理从理论上证明
了结论,并通过数值仿真算例验证了所给方法的有效性.
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The weighted identification of a bipartite-graph complex dynamical
network based on adaptive synchronization
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Abstract: This article provides a bipartite-graph complex dynamical network model and its weighted identification
method. Based on the adaptive feedback technology, we design controllers to identify the weights of the network by
constructing synchronous networks in the drive-response framework. The conclusion is proved by Lyapunov stability and
LaSalle’s invariance principle. Numerical simulations are given to demonstrate the effectiveness of the proposed method.

Key words: bipartite-graph; complex dynamical network; weighted identification

1 引引引言言言(Introduction)
1998年Watts和Strogatz在Nature上首先提出了

小世界网络模型 [1], 1999 年Barabasi和Albert在Sci-
ence上提出了复杂网络的无标度特性 [2], 这两项目
开创性研究成果为复杂网络的研究打开了新的局

面, 并掀起了复杂网络的研究热潮.近年来, 复杂动
力网络也受到不同学科的广泛关注, 已有许多文献
针对复杂动力网络的控制和同步问题展开了广泛

而深入的研究 [3∼9], 但多数文献都是针对一些具有
典型拓扑结构的网络模型如SW网络模型、BA网络
模型、环状或链状网络模型等展开研究的 [6∼9]. 然
而许多现实网络的拓扑结构是不确定的甚至是未知

的,而网络的拓朴结构直接影响网络的同步能力,因
此网络的拓扑结构的研究对于网络的控制和同步研

究具有十分重要意义. 文献[10]探讨了一般复杂动
力网络的拓朴结构的识别方法,但是,对于某些具有
特殊结构的网络,如本文提出的二部图网络,如何利
用网络自身的结构特点设计出更适当和有效控制方

法,是一个非常值得深入探讨的问题.

所谓二部图是由两组不同节点和连接两组不同

节点的边构成的图(每组节点内部没有相互的连接).
很多现实网络可以归结为二部图, 当考虑两个团体
之间的外部作用而不考虑各团体的内部联系时, 这
种关系就可以用二部图表示. 例如在人类致病基因
的研究中,如果把人类的各种疾病看作一组节点,把
各种致病基因看作另一组节点, 那么人类疾病与致
病基因通过已知的致病基因联系成的网络就是一个

二部图网络 [11]. 因此, 二部图网络的研究具有广泛
现实意义和应用价值.本文建立了一类含权的二部
图复杂动力网络的数学模型, 并对这种网络的拓扑
结构的识别问题展开研究.应用自适应反馈技术,通
过构造驱动–响应结构的同步网络,设计出网络的权
值跟踪器, 通过对网络状态变量时间序列的监测来
识别网络的边权值.文章不仅给出了严格的理论证
明,数值仿真结果也验证了方法的有效性.

2 数数数学学学模模模型型型(Mathematical model)
考虑由两组不同节点构成的二部图复杂动力网

络. 假设一组节点具有混沌动力学方程ẋ = Ax+
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f(x), 含s个节点; 另一组节点具有混沌动力学方程
ẏ = By + g(y),含t个节点. 其中x, y ∈ Rn是系统的

状态变量, f, g : Rn → Rn是光滑的非线性函数. 整
个网络共由s + t个节点构成,两组节点间通过双向
线性耦合连接,网络的数学模型为

ẋi =Axi+f(xi)+
t∑

j=1

pijΓ (yj−xi), i=1,· · ·, s, (1a)

ẏj =Byj +g(yj)+
s∑

i=1

pijΓ (xi−yj), j =1,· · ·, t. (1b)

Γ ∈ Rn×n是常值矩阵, 为网络的内部耦合矩阵.
令P = (pij)s×t为两组节点间的耦合权值矩阵,通常
是不确定的或未知的. 由式(1a)和(1b)构成的网络的
外部耦合矩阵为:

C =

[
D1 P

PT D2

]
=̂(cij)(s+t)×(s+t).

其中:

D1 = diag{−
t∑

j=1

p1j, · · · ,−
t∑

j=1

psj} ∈ Rs×s,

D2 = diag{−
s∑

i=1

pi1, · · · ,−
s∑

i=1

pit} ∈ Rt×t.

上式表明,网络的外部耦合矩阵C为对称阵且其

行和为零,即

cii = −
t∑

j=1

pij, i ∈ N s
1 ,

cs+j,s+j = −
s∑

i=1

pij, j ∈ N t
1.

这里记N s
1 = {1, 2, · · · , s}.

本文的目标是设计适当的跟踪器,识别网络的权
值矩阵P = (pij)s×t的各元素pij的值. 为了设计跟
踪器需要,给出如下假设:

假假假设设设 1 设对于任意时变向量z1, z2, 分别存在
非负常数δf , δg,使得下式成立:

‖f(z1)− f(z2)‖ 6 δf‖z1 − z2‖,

‖g(z1)− g(z2)‖ 6 δg‖z1 − z2‖.
本文中, ‖ · ‖为向量或矩阵的2范数,并记‖A‖ =

δA, ‖B‖ = δB.

3 权权权值值值识识识别别别(Weight identification )
以网络(1)为驱动系统,构造响应系统网络:

˙̂xi =Ax̂i+f(x̂i)+
t∑

j=1

p̂ijΓ (ŷj−x̂i)+ui, (2a)

˙̂yj =Bŷj +g(ŷj)+
s∑

i=1

p̂ijΓ (x̂i−ŷj)+us+j,

i ∈ N s
1 , j ∈ N t

1. (2b)

其中: x̂i, ŷj ∈ Rn为响应系统的状态变量, ui(i ∈
N s+t

1 )为待设计的控制输入, p̂ij为pij的估计.响应系
统(2)与驱动系统(1)的同步误差定义为

ei = x̂i − xi, i ∈ N s
1 , es+j = ŷj − yj, j ∈ N t

1,

并且记

e = (eT
1 , · · · , eT

s , eT
s+1, · · · , eT

s+t)
T,

p̃ij = p̂ij − pij, P̃ = (p̃ij)s×t.

由网络的动力方程(1)和(2), 可得误差系统的动
力方程为:

ėi = Aei + f(x̂i)− f(xi) +
t∑

j=1

p̃ijΓ (ŷj − x̂i) +

t∑
j=1

pijΓ (es+j − ei) + ui, (3a)

ės+j =Bes+j +g(ŷj)−g(yj)+
s∑

i=1

p̃ijΓ (x̂i−ŷj) +

s∑
i=1

pijΓ (ei − es+j) + us+j,

i ∈ N s
1 , j ∈ N t

1. (3b)

定定定理理理 1 设对于网络(1)和(2)假设1成立. 分别
取控制器和自适应律如下:

ui = −kiei, k̇i = eT
i ei, i ∈ N s+t

1 , (4)
˙̂pij =(es+j−ei)TΓ (ŷj−x̂i), i∈N s

1 , j∈N t
1. (5)

则当t →∞时,有: e → 0,即网络(1)与(2)同步.若向
量组y1 − xi, y2 − xi, · · · , yt − xi(i = 1, 2, · · · , s)均
线性无关,则有p̃ij → 0(t →∞),即p̂ij → pij .

证证证 取Lyapunov函数

V =
1
2

s+t∑
i=1

eT
i ei +

1
2

s∑
i=1

t∑
j=1

p̃2
ij +

1
2

s+t∑
i=1

(ki − k)2,

其中k为充分大的正数. 则有

V̇ |(3)∼(5) =
s∑

i=1

eT
i ėi+

t∑
j=1

eT
s+j ės+j +

s∑
i=1

t∑
j=1

p̃ij
˙̂pij +

s+t∑
i=1

(ki−k)k̇i =

s∑
i=1

eT
i Aei +

s∑
i=1

eT
i [f(x̂i)− f(xi)] +

s∑
i=1

t∑
j=1

eT
i p̃ijΓ (ŷj − x̂i) +

s∑
i=1

t∑
j=1

eT
i pijΓ (es+j −

ei) +
s∑

i=1

eT
i ui +

t∑
j=1

eT
s+jBes+j +

t∑
j=1

eT
s+j[g(ŷj)− g(yj)] +

s∑
i=1

t∑
j=1

eT
s+j p̃ijΓ (x̂i−
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ŷj)+
s∑

i=1

t∑
j=1

eT
s+jpijΓ (ei−es+j)+

t∑
j=1

eT
s+jus+j +

s∑
i=1

t∑
j=1

p̃ij
˙̂pij +

s+t∑
i=1

(ki − k)eT
i ei 6

(δA + δf)
s∑

i=1

‖ei‖2 + (δB + δg)
t∑

j=1

‖es+j‖2 +

s∑
i=1

t∑
j=1

p̃ij[eT
i Γ (ŷj−x̂i)+eT

s+jΓ (x̂i−ŷj)+ ˙̂pij]+

s∑
i=1

t∑
j=1

pij[eT
i Γ (es+j−ei)+eT

s+jΓ (ei−

es+j)]−
s+t∑
i=1

eT
i kiei+

s+t∑
i=1

(ki − k)eT
i ei =

(δA + δf)
s∑

i=1

eT
i ei + (δB+δg)

t∑
j=1

eT
s+jes+j +

s∑
i=1

t∑
j=1

pij[eT
i Γ (es+j−ei)+

eT
s+jΓ (ei − es+j)]− k

s+t∑
i=1

eT
i ei.

因为
s∑

i=1

t∑
j=1

pij[eT
i Γ (es+j−ei)+eT

s+jΓ (ei−es+j)]=

s∑
i=1

t∑
j=1

pije
T
i Γes+j −

s∑
i=1

t∑
j=1

pije
T
i Γei +

s∑
i=1

t∑
j=1

pije
T
s+jΓei −

s∑
i=1

t∑
j=1

pije
T
s+jΓes+j,

又
s∑

i=1

t∑
j=1

pije
T
i Γei=

s∑
i=1

eT
i (

t∑
j=1

pij)Γei=

−
s∑

i=1

eT
i ciiΓei,

s∑
i=1

t∑
j=1

pije
T
s+jΓes+j =

t∑
j=1

eT
s+j(

s∑
i=1

pij)Γ · es+j =

−
t∑

j=1

eT
s+jcs+j,s+jΓes+j,

所以
s∑

i=1

t∑
j=1

pij[eT
i Γ (es+j−ei)+eT

s+jΓ (ei−es+j)]=

s∑
i=1

t∑
j=1

eT
i pijΓes+j+

s∑
i=1

eT
i ciiΓei+

s∑
i=1

t∑
j=1

eT
s+jpijΓei+

t∑
j=1

eT
s+jcs+j,s+jΓes+j =

eTGe = eT GT + G

2
e.

这里G = C ⊗Γ为矩阵C与Γ的Kronecker积.从

而有

V̇ |(3)∼(5) 6

(δA + δf)
s∑

i=1

eT
i ei + (δB + δg) ·

t∑
j=1

eT
s+jes+j + eT GT + G

2
e− k

s+t∑
i=1

eT
i ei 6

(λmax(Q +
GT + G

2
)− k)eTe.

其中

Q = diag{(δA + δf)Isn, (δB + δg)Itn}.

取k > λmax(Q +
GT + G

2
) + 1,则有V̇ 6 −eTe.

显然, V̇ = 0当且仅当e = 0. 令E = {V̇ = 0} =
{e = 0},由动力方程(3),

M ={e=0, k̇=0, ˙̂p=0,
t∑

j=1

p̃ijΓ (yj−xi)=0}

是包含于E的一个最大不变集. 于是, 由LaSalle不
变集原理 [12], 方程(3)的从任意初始点出发的轨
道都渐近地收敛到集合M , 从而当t → ∞时, 有:

e → 0. 由
t∑

j=1

p̃ijΓ (yj − xi) = 0及线性无关条件,可

得p̃ij = 0. 从而当t →∞时, p̃ij → 0,即p̂ij → pij成

立. 证毕.

注注注 1 定理1表明, 网络(1)与(2)在实现同步的同时

实现了参数的跟踪, 即p̂ij → pij . 自适应控制器 ˙̂pij =

(es+j − ei)
TA(ŷj − x̂i)即为权值pij的跟踪器,于是我们可

以通过对同步网络(1)和(2)的状态变量演化过程的监测,获

得权值pij的识别.

注注注 2 与文献[10]的方法相比,本文方法只需用很少

的跟踪器就可以实现网络权值的识别. 本文所需跟踪器

为st个, 而文献[10]方法需要的跟踪器为(s + t)2个. 例如,

当s = 5, t = 5,网络的总节点数为10时,文献[10]设计的跟

踪器个数为100个, 而本文方法所设计的跟踪器只需25个.

由于本文方法充分考虑了网络自身的结构特点,减少了对

无权边和对称权值的跟踪,从而大大减少了跟踪器的个数,

因而能以更低的物理代价实现,大大降低了应用成本.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
以下对一个具体的二部图网络进行数值仿真.

设网络的两组节点动力系统分别为混沌Lorenz系统
和Lü混沌系统.

混沌Lorenz系统[13]描述为

ẋi =



−10 10 0
28 −1 0

0 0 −8
3


xi +




0
−xi1xi3

xi1xi2


 .
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混沌Lü系统 [14] 描述为

ẏj =



−36 36 0

0 20 0
0 0−3


 yj +




0
−yi1yi3

yi1yi2


 .

这里取s = 2, t = 4, 即整个网络共由6个节点构成.
取网络的内部耦合矩阵Γ = diag{1, 0, 0},这表明网
络的两组不同节点间通过各节点动力方程的第1个
状态变量线性耦合连接.

在驱动网络(1)中,网络的外部耦合矩阵为:

C =




−1 0 1 2 − 2 0
0 − 3 − 3 3 4 − 1
1 − 3 2 0 0 0
2 3 0 − 5 0 0

−2 4 0 0 − 2 0
0 − 1 0 0 0 1




.

其中P =

[
1 2 − 2 0

−3 3 4 − 1

]
为两组节点间的耦合

权值矩阵,即网络的各边权值分别为:

p11 = 1, p12 = 2, p13 = −2, p14 = 0,

p21 = −3, p22 = 3, p23 = 4, p24 = −1.

在响应系统(2)中, 按照定理1 的式(4)(5)取控制
器. 图1是用MATLAB(R-K45)进行数值仿真的结果,
图像清楚展示了p̂ij → pij(i = 1, 2, j = 1, 2, 3, 4),
即实现了跟踪器p̂ij对权值pij的跟踪.

图 1 权值跟踪器 p̂ij的演化图

Fig. 1 The evolution diagram of the weight-trackers p̂ij

5 结结结论论论(Conclusion)
本文给出了一类含权二部图复杂动力网络的权

识别方法. 应用自适应反馈技术,设计了网络的边权
值跟踪器,通过对驱动–响应结构的同步网络状态变
量演化的监测来识别原网络边权值的大小. 在设计
方法上,由于利用了网络自身的结构特点,与以往同

类方法相比,大大减少了跟踪器的个数,使得物理代
价更小,更易于实现. 本文的研究结果对于现实世界
的许多二部图网络的研究具有重要的参考和应用价

值.
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