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摘要:研究了一类不确定非线性系统的自适应输出反馈实际跟踪控制问题.解决该控制问题的困难主要源于此
类系统控制系数不确定,并具有依赖于不可测状态的增长且其增速是关于输出的多项式函数. 首先,通过推广现有
的K–滤波器,引入了新的动态高增益K–滤波器,并基于此构造了状态观测器. 然后,应用反推技术,成功的设计了系
统的自适应输出反馈跟踪控制器. 主要结果表明,通过设计参数的适当选择,所构造的控制器能保证闭环系统的所
有状态全局有界,并且当时间足够大时,跟踪误差收敛到零点的既定小邻域内.
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New results on adaptive tracking by output feedback for
a class of uncertain nonlinear systems
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(School of Control Science and Engineering, Shandong University, Jinan Shandong 250061, China)

Abstract: We consider the adaptive practical tracking control by output feedback for a class of uncertain nonlinear
systems. This class of systems has an uncertain control coefficient and unmeasured states dependent growth with growth
rate of polynomial-of-output. To deal with the difficulty caused by this control coefficient, we extend the existing K-filters to
new dynamic K-filters with high gains; based on which we construct a state observer. Then, the adaptive tracking controller
by output feedback is successfully designed using the backstepping technique. It is shown that if the design parameters are
suitably chosen, the designed controller guarantees the closed-loop system states to be globally bounded, and the tracking
error to converge to the prescribed small neighborhood of the origin after the elapse of a long time.
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1 引引引言言言(Introduction)
输出跟踪控制问题具有重要的理论意义和实际

意义, 是控制理论研究的热点问题之一. 在近十几
年里, 很多学者致力于非线性系统的输出跟踪控制
的研究,并取得了一系列的研究成果[1∼8]. 如果系统
和被跟踪信号的信息充分, 则可以实现渐近跟踪控
制[2,4,6]. 如果这些信息不充分, 虽不能实现渐近跟
踪控制, 但可能实现实际跟踪控制, 即存在控制器,
使得时间充分大后跟踪误差进入一给定(可任意小)
范围.由于在许多具体应用中,实际跟踪控制已经适
用, 并且该跟踪控制容许更多类型的不确定性, 因
此,至今实际跟踪控制仍是很活跃的研究领域[5,7,8].

本文研究如下单输入单输出(SISO)非线性系统:



ζ̇i = ζi+1 + ψi(t, ζ, u), i = 1, · · · , n− 1,

ζ̇n = gu + ψn(t, ζ, u),

y = ζ1 − yr,

(1)

其中: n > 2是系统的阶数; ζ = [ζ1, · · · , ζn]T ∈
Rn是系统的状态,初始值为 ζ(0) = ζ0; u ∈ R和y ∈
R分别是系统的输入和输出; yr是被跟踪信号; g是

不确定的非零常数, 称为控制系数; 函数ψi : R+ ×
Rn × R → R, i = 1, · · · , n关于第一个变量是连续

的, 关于其他变量是局部Lipschitz的. 在下文中, 假
设只有系统的输出是可量测的.
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本文的目标是设计输出反馈控制器使得系统(1)
在如下假设条件下实现全局实际跟踪控制:

假假假设设设 1 存在已知的整数p > 1和常数c0 > 0,
使得

|ψi(t, ζ, u)|6 c0(1 + |ζ1|p)(|ζ1|+ · · ·+ |ζi|)+c0,

i = 1, · · · , n.

假假假设设设 2 被跟踪信号yr(t)是连续可微的. 并
且,对于∀ t ∈ [0,+∞), 存在已知常数c1 > 0, 使得
max{|yr(t)|, |ẏr(t)|} 6 c1.

假假假设设设 3 控制系数g的符号是已知的,并且存在
已知正常数gN和gM,满足gN 6 |g| 6 gM.

即对于任意预先给定的常数δ > 0,设计自适应
输出反馈控制器, 使得闭环系统的所有状态在t ∈
[0,+∞)上有定义且是有界的. 此外,存在足够大的
时间Tδ > 0,使得|y(t)| = |ζ1(t)− yr(t)| 6 δ, ∀ t >
Tδ.

由于仅系统输出,而非ζ1和yr,是可量测的,因此
本文待研究的系统(1)不同于文献[2,4,5,7]中的系统.
假设1意味着系统(1)的非线性增长依赖于不可测状
态, 且其增长率是关于ζ1的多项式函数. 需指出的
是,增长率中的c0是已知常数. 如何放宽该限制是一
个很困难的问题,还需要进一步的探讨. 假设2表明,
除了被跟踪信号yr(t)和其导数ẏr(t)的上界已知外,
不再需要关于该信号的其他信息. 不同于文献[8],
假设3表明系统(1)具有不确定控制系数g,这会导致
一些常用控制器设计方法失效,特别是通常的高增
益Luenberger型观测器[9,10]不再适用. 如上所述, 关
于系统和被跟踪信号的信息不充分, 很难实现系
统(1)的渐近跟踪控制,因此,如何构造恰当的状态观
测器, 进而设计系统(1)在假设1∼3下的输出反馈实
际跟踪控制器是一个很有意义的问题.

针对系统(1),由于控制系数不确定,因此构造了
基于K–滤波器的状态观测器,并设计了新的自适应
输出反馈控制器, 实现了系统(1)的实际跟踪控制.
此外, 由于系统依赖于不可测状态的增长率是关
于ζ1的多项式函数, 文献[11,12]中的静态高增益K–
滤波器失效,因此设计了新的动态高增益K–滤波器.
该滤波器的增益由两部分组成: 一是充分大常数,二
是在线调节的变量. 前者主要对付系统中的不确定
性, 而后者对付系统非线性项的输出多项式函数增
长率.其次,基于该K–滤波器,构造了系统(1)的状态
观测器,用于重构此系统的不可测状态. 最后,应用
反推设计方法, 给出了自适应输出反馈跟踪控制器

的设计步骤. 本文主要结果表明,通过设计参数的适
当选择,所构造的控制器能保证闭环系统的所有状
态全局有界, 并且可实现原系统的实际跟踪控制目
标.仿真算例验证了本文理论结果的正确性.

2 输输输出出出反反反馈馈馈实实实际际际跟跟跟踪踪踪控控控制制制(Practical tracking
control by output feedback)
首先, 根据ζ1 = y + yr以及假设1和2, 对于任意

i = 1, · · · , n,有

|ψi(t, ζ, u)|6 c0(1 + |y + yr|p)
i∑

j=1

|ζj|+ c0 6

c(1 + |y|p)
i∑

j=1

|ζj|+ c, (2)

其中c , c0 max{1 + 2p−1cp
1, 2p−1} > 0是已知常数.

由此易知系统(1)的增长率是关于输出的多项式函
数.

2.1 高高高增增增益益益K–滤滤滤波波波器器器和和和状状状态态态估估估计计计(High-gain K-
filters and state estimation)
针对系统(1),为了便于构造状态观测器,首先引

入下面的状态变换:

x1 = y = ζ1 − yr, xi = ζi, i = 2, · · · , n. (3)

由此以及系统(1)可得



ẋi = xi+1 + φi(t, yr, x, u),

i = 1, · · · , n− 1,

ẋn = gu + φn(t, yr, x, u),

y = x1,

(4)

其中:

φ1(t, yr, x, u) = ψ1(t, x1 + yr, x2, · · · , xn, u)− ẏr,

φi(t, yr, x, u) = ψi(t, x1 + yr, x2, · · · , xn, u),

i = 2, · · · , n.

显然,在状态变换(3)下,系统(1)的实际跟踪控制
问题可通过研究系统(4)的相应镇定问题来解决,即
设计控制器,使得系统(4)的所有状态有界,并且系统
的输出收敛到零点的既定小邻域内.下文中,为简便
起见,在不引起混淆的情况下,将省略某些函数的自
变量.

针对系统(4), 若构造Luenberger型观测器, 则相
应的状态估计误差动态将依赖于控制输入u,这使得
控制器的设计相当困难,甚至无法实现. 另一方面,
对于控制系数不确定的非线性系统, 文献[11,12]基
于静态高增益K–滤波器实现了输出反馈稳定控制
的设计. 在此基础上, 设计如下动态高增益K–滤波
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器:



ξ̇i =−riliξ1+ξi+1+riliy, i = 1, · · · , n− 1,

ξ̇n = −rnlnξ1 + rnlny,

l̇i = −rilil1 + li+1, i = 1, · · · , n− 1,

l̇n = −rnlnl1 + u,

(5)

其中: ξ = [ξ1, · · · , ξn]T, l = [l1, · · · , ln]T; ξ(0) =
ξ0, l(0) = l0; l = [l1, · · · , ln]T是待定的常向量;
r(t) = LM(t)是动态增益, 特别地, L > 1是一个
待定的常数增益, M(t)满足如下动态方程:

Ṁ = −β1M
2 + β2(1 + |y|p)2M, M(0) = 1. (6)

上式中β1和β2是满足0 < β1 6 β2的待定常数. 不难
证明,在式(6)的解的存在区间内,总有M > 1. 因此,
r > 1,故K–滤波器(5)是高增益的.
定义状态估计x̂i = ξi + gli, i = 1, · · · , n. 则状

态估计误差x̃i = xi − x̂i, i = 1, · · · , n满足{
˙̃xi =−rilix̃1+x̃i+1+φi, i=1, · · · , n−1,

˙̃xn = −rnlnx̃1 + φn.
(7)

为便于控制设计和系统性能分析,引入下面的变
换: 




εi =
x̃i

ra+i−1
, ηi =

ξi

ra+i−1
, i = 1, · · · , n,

ε1 =
y

ra
, εi =

li
ra+i−1

, i = 2, · · · , n,

(8)

其中常数0 < a <
1
2p

.

综合式(4)(5)(7)和(8),可得如下用于控制设计的
系统:



ε̇ = rAε + ϕ− ṙ

r
Daε,

η̇ = rAη + rlε1 − ṙ

r
Daη,

ε̇1 = grε2 + rε2 + rη2 + ϕ1 − aṙ

r
ε1,

ε̇i =
rli
g

(ε1 + η1− ε1)+rεi+1−(a+i−1)ṙ
r

εi,

i = 2, · · · , n− 1,

ε̇n =
rln
g

(ε1+η1−ε1)+
u

ra+n−1
− (a+n−1)ṙ

r
εn,

(9)

其中:

ε = [ε1, · · · , εn]T, η = [η1, · · · , ηn]T,

Da = diag{a, · · · , a + n− 1},
ϕ = [

φ1

ra
, · · · ,

φn

ra+n−1
]T,

A = [−l, e1, · · · , en−1],

ei ∈ Rn表示第i个元素为1,其余元素为0的向量. 向

量l的选择使得存在常数h1 > 0, h2 > 0和对称正
定矩阵P满足如下矩阵不等式(根据文献[10]中的引
理1):

ATP +PA6−I, h1I 6DaP + PDa 6h2I. (10)

注意到y = ε1r
a, 不难看出, 若能够设计控

制器, 使得由式(6)和(9)组成系统的所有状态有界
且ε1r

a收敛到零点的既定小邻域内,则由系统(4)知,
该控制器就是原系统(1)的待求实际跟踪控制器. 因
此, 下面将针对式(6)和(9), 设计满足上述要求的输
出反馈控制器. 如下两个命题在随后的控制设计
和性能分析中起着十分重要的作用. 具体地, 命
题1和2分别刻画了系统(9)中子系统ε和η的输入到

状态稳定(ISS)特性. 此外, 为了使上下文更加紧凑,
命题1的证明将在附录中给出.

命命命题题题 1 对于系统(9)的子系统ε,令Vε = εTPε.
则在系统(9)解存在的区间内, 存在已知的正常数
σ0,1和σ0,2,满足

V̇ε 6−(r − h2β1M − 2)‖ε‖2 +
1
4

n∑
i=1

ε2
i + ‖η‖2−

(h1β2 − σ0,1)(1 + |y|p)2‖ε‖2 + σ0,2. (11)

命命命题题题 2 对于系统(9)的子系统η, 令Vη =
ηTPη. 则在系统(9)解存在的区间内,有

V̇η 6 −(
r

2
− h2β1M)‖η‖2 + 2‖Pl‖2rε2

1. (12)

证证证 沿着系统(9)的子系统η的轨迹, Vη满足

V̇η 6−r‖η‖2 + 2rηTPlε1 −
ṙ

r
ηT(DaP + PDa)η. (13)

首先, 由完全配方技术可得 2rηTPlε1 6
r

2
‖η‖2 + 2‖Pl‖2rε2

1. 其次,由式(6)和(10),以及h1 >

0, β2 > 0可得

− ṙ

r
ηT(DaP + PDa)η 6

h2β1M‖η‖2 − h1β2(1 + |y|p)2‖η‖2 6
h2β1M‖η‖2.

将这两个不等式代入式(13)中即得式(12). 证毕.

2.2 输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制设设设计计计(Output feedback control
design)
本小节利用反推法设计系统(6)和(9)的输出反

馈控制器, 整个设计过程将以递推的形式给出. 具
体地, 第1步是整个设计过程的起始步, 展现了所
应用的主要技术; 第2步是迭代过程(第k步, k =
2, · · · , n)的起始步.

第第第1步步步 选取候选Lyapunov函数V1 = Vε + Vη +
1
2
ε2
1, 其中Vε和Vη的定义已分别在命题1和2中给出.
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则由式(9)及命题1和2,可得

V̇1 6−(r − h2β1M − 2)‖ε‖2 − (
r

2
− h2β1M−

1)‖η‖2 − (h1β2 − σ0,1)(1 + |y|p)2‖ε‖2+

2‖Pl‖2rε2
1 +

1
4

n∑
i=1

ε2
i + σ0,2 + ε1(grε2+

rε2 + rη2 + ϕ1 − aṙ

r
ε1). (14)

首先,利用完全配方技术处理式(14)中的如下几
项:




rε1(η2 + ε2) 6 2rε2
1 +

r

4
(‖η‖2 + ‖ε‖2),

ε1ϕ1 6 1
2
(1 + |y|p)2ε2

1 + c2c2
1 + 1+

(c2 +
1
4
(c + c1)2)ε2

1.

将上述不等式代入式(14), 并注意到r > 1和− ṙ

r
=

β1M − β2(1 + |y|p)2,可得

V̇1 6−(
1
4
r − h2β1M − 2)(‖ε‖2 + ‖η‖2)− (h1β2−

σ0,1)(1 + |y|p)2‖ε‖2 +
1
4

n∑
i=2

ε2
i + ᾱ1rε

2
1−

(aβ2 − 1
2
)(1 + |y|p)2ε2

1 + σ1 + grε1ε2, (15)

其中ᾱ1 = 2‖Pl‖2+
9
4

+
1
4
(c+c1)2+aβ1+c2和σ1 =

c2c2
1 + 1 + σ0,2是已知的正常数.

至此,选择虚拟控制器

ε∗2 = −sgn g

gN

(b1 + ᾱ1)ε1 =: −sgn gα1ε1, (16)

其中: α1 > 0是已知常数, b1 > 0是待定的设计参数.

为了简便并使整个设计过程保持一致, 定义
z1 = ε1 − ε∗1, 其中ε∗1 = 0, 以及z2 = ε2 − ε∗2. 将
式(16)代入式(15),并选择β2 >

σ0,1

h1

,可得

V̇1 6−(
1
4
r − h2β1M − 2)(‖ε‖2 + ‖η‖2)+

1
4

n∑
i=2

ε2
i − (aβ2 − 1

2
)(1 + |y|p)2z2

1−
b1rz

2
1 + σ1 + grz1z2. (17)

第第第2步步步 选取候选Lyapunov函数 V2 = γ1V1 +
1
2
z2
2 ,其中常数γ1 > 0是待定的设计参数. 则由式(9)

和z2 = ε2 + sgn gα1ε1,可得

V̇2 = γ1V̇1 + z2ż2, (18)

其中:

ż2 = rε3 − (a + 1)ṙ
r

z2 +
ṙ

r
dz1

2,1z1 +
2∑

i=1

dzi

2 rzi+

2∑
i=1

r
(
dεi

2 εi + dηi

2 ηi

)
+ dϕ1

2 ϕ1,

并且

dz1
2,1 = sgn gα1, dz1

2 = −(gα2
1 +

l2
g

),

dz2
2 = |g|α1, dε1

2 =
l2
g

, dε2
2 = sgn gα1,

dη1
2 =

l2
g

, dη2
2 = sgn gα1, d

ϕ1
2 = sgn gα1.

由其定义, 可知常数dz1
2,1, dzi

2 , dεi

2 , dηi

2 , i = 1, 2 和
dϕ1

2 中有些是未知的, 但由假设3易知它们都有已知
的非负上界. 为了方便起见,设这些常数的上界分别
为d̄z1

2,1, d̄zi

2 , d̄εi

2 , d̄ηi

2 , i = 1, 2和d̄ϕ1
2 .

首先,利用完全配方技术处理式(18)中需要估计
的项,可得



grz1z2 6 rz2
1 +

1
4

max{1, g2
M}rz2

2 ,

(
ṙ

r
dz1

2,1 + dz1
2 r)z1z2 6

2γ1rz
2
1 +

1
4γ1

(β2
1(d̄

z1
2,1)

2 + (d̄z1
2 )2)rz2

2+

β2(1 + |y|p)2(1
4
(d̄z1

2,1)
2z2

1 + z2
2),

2∑
i=1

r(dηi

2 ηi + dεi

2 εi)z2 6

γ1

8
r(‖ε‖2 + ‖η‖2) +

2
γ1

2∑
i=1

((d̄εi

2 )2 + (d̄ηi

2 )2)rz2
2 ,

dϕ1
2 ϕ1z2 6

(1 + |y|p)2(γ1z
2
1 + z2

2) + (1 +
c2

4γ1

(d̄ϕ1
2 )2)z2

2+

1
4
(d̄ϕ1

2 )2(c2c2
1 + (c + c1)2).

(19)

选择虚拟控制器

ε∗3 = −α2(γ1)z2, (20)

其中:
α2 = b2 + ᾱ2,

ᾱ2 =
γ1

2
+

c2

4γ1

(d̄ϕ1
2 )2 + 1 + (a + 1)β1 +

γ1

4
max{1, g2

M}+
1

4γ1

((d̄z1
2 )2 +

β2
1(d̄

z1
2,1)

2) + d̄z2
2 +

2
γ1

2∑
i=1

((d̄εi

2 )2 + (d̄ηi

2 )2)

是已知常数, b2 > 0是待定的设计参数.

类似地, 定义z3 = ε3 − ε∗3. 注意到ε2
2 = (z2 −

sgn gα1z1) 6 2z2
2 + 2α2

1z
2
1 ,则由式(19)(20)和(18)得

V̇2 6−γ1(
1
8
r − h2β1M − 2)(‖ε‖2 + ‖η‖2)−
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(ρ1,1(γ1)β2 − 3/2γ1)(1 + |y|p)2z2
1 + σ2−

(aβ2 − 1)(1 + |y|p)2z2
2 − γ1((b1 − 3)r−

1
2
α2

1)z
2
1 − b2rz

2
2 +

1
4
γ1

n∑
i=3

ε2
i + rz2z3, (21)

其中: σ2 = γ1σ1 +
1
4
(d̄ϕ1

2 )2(c2c2
1 + (c + c1)2),

ρ1,1 = aγ1 − 1
4
(d̄z1

2,1)2都是已知的正常数.

迭迭迭代代代步步步 假设在第k − 1步, k = 3, · · · , n,存在
一个正定、径向无界的可微函数Vk−1(ε, η, z1, · · · ,

zk−1),使得

V̇k−1 6
−

k−2∏
i=1

γi(
r

2k
− h2β1M − 2)(‖ε‖2 + ‖η‖2)−

(ρk−2, 1(γ[k−2])β2 − (k − 3/2)
k−2∏
i=1

γi)(1 + |y|p)2×

z2
1 −

k−2∑
i=2

(ρk−2,i(γ[k−2])β2 −
k−2∏
j=1

γj)(1 + |y|p)2z2
i−

(aβ2 − 1)(1 + |y|p)2z2
k−1 −

k−2∑
i=1

k−2∏
j=i

γj((bi − 2k+

2i + 1)r − 1
2

i−1∏
p=1

γpα
2
i )z

2
i − bk−1rz

2
k−1 + σk−1+

1
4

k−2∏
j=1

γj

n∑
i=k

ε2
i + rzk−1zk, (22)

其中: zi = εi − ε∗i , i = 1, · · · , k, 且当i = 2, · · · ,

k − 1时, zi满足

żi = rεi+1 − (a + i− 1)ṙ
r

zi +
ṙ

r

i−1∑
j=1

d
zj

i,1zj+

i∑
j=1

d
zj

i rzj +
2∑

j=1

r(dεj

i εj + d
ηj

i ηj) + dϕ1
i ϕ1,

(23)

虚拟控制器ε∗i的定义为



ε∗1 = 0,

ε∗2 = −sgn gα1z1,

ε∗i = −αi−1(γ[i−2])zi−1, i = 3, · · · , k.

此处及下文中, γ[i]表示[γ1, · · · , γi]T,其中常数γi >

0, i = 1, · · · , k − 2是待定的设计参数.

下面将证明上述结论在第k步仍然成立. 为此,
选取候选Lyapunov函数

Vk = γk−1Vk−1 +
1
2
z2

k.

则Vk满足

V̇k = γk−1V̇k−1 + zkżk. (24)

为了表达方便,令 εn+1 =
u

ra+n
. 由式(9)(23)及 zk =

εk + αk−1zk−1,可得

żk = rεk+1 − (a + k − 1)ṙ
r

zk +
ṙ

r

k−1∑
i=1

dzi

k,1zi+

k∑
i=1

dzi

k rzi +
2∑

i=1

r(dεi

k εi + dηi

k ηi) + dϕ1
k ϕ1,

(25)

其中:

dzi

k,1 = αk−1d
zi

k−1,1, i = 1, · · · , k − 2,

d
zk−1
k,1 = αk−1, dz1

k = αk−1d
z1
k−1 −

lk
g

,

dzi

k = αk−1d
zi

k−1, i = 2, · · · , k − 2,

d
zk−1
k = αk−1d

zk−1
k−1 − α2

k−1, dzk

k = αk−1,

dε1
k = αk−1d

ε1
k−1 +

lk
g

, dε2
k = αk−1d

ε2
k−1,

dη1
k = αk−1d

η1
k−1 +

lk
g

, dη2
k = αk−1d

η2
k−1,

dϕ1
k = αk−1d

ϕ1
k−1.

类似地, 设这些常数的已知上界分别为d̄zi

k,1, i = 1,

· · · , k − 1, d̄zi

k , i = 1, · · · , k, d̄εi

k , d̄ηi

k , i = 1, 2和d̄ϕ1
k .

将式(25)代入式(24),进而估计其中的如下项:



rzk−1zk 6 rz2
k−1 +

1
4

max{1, g2
M}rz2

k,

(
ṙ

r
dzi

k,1 + dzi

k r)zizk 6
1

4
k−1∏
j=i

γj

(β2
1(d̄

zi

k,1)
2 + (d̄zi

k )2)rz2
k+

2
k−1∏
j=i

γjrz
2
i + β2(1 + |y|p)2(1

4
(d̄zi

k,1)
2z2

i + z2
k),

i = 1, · · · , k − 1,

2∑
i=1

r(dηi

k ηi + dεi

k εi)zk 6

k−1∏
i=1

γi

2k+1
r(‖η‖2 + ‖ε‖2)+

2k−1

k−1∏
j=1

γj

2∑
i=1

((d̄εi

k )2 + (d̄ηi

k )2)rz2
k,

dϕ1
k ϕ1zk 6

(1 + |y|p)2(
k−1∏
i=1

γiz
2
1 + z2

k)+

(1 +
c2

4
k−1∏
i=1

γi

(d̄ϕ1
k )2)z2

k+

1
4
(d̄ϕ1

k )2(c2c2
1 + (c + c1)2).

(26)
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然后,选择虚拟控制器

ε∗k+1 = −αk(γ[k−1])zk, (27)

其中:

αk = bk + ᾱk,

ᾱk =
1
2

k−1∏
i=1

γi +
c2(d̄ϕ1

k )2

4
k−1∏
i=1

γi

+ 1 + (a + k − 1)β1 +

k−1∑
i=1

((d̄zi

k )2 + β2
1(d̄

zi

k,1)
2)

4
k−1∏
j=i

γj

+ d̄zk

k +

γk−1

4
max{1, g2

M}+
2k−1

k−1∏
j=1

γj

2∑
i=1

((d̄εi

k )2 + (d̄ηi

k )2)

是已知常数, bk > 0是待定的设计参数.

定义zk+1 = εk+1 − ε∗k+1. 注意到

ε2
k = (zk − αk−1zk−1)2 6 2z2

k + 2α2
k−1z

2
k−1,

则由式(25)∼(27)和式(24)可得

V̇k 6

−
k−1∏
i=1

γi(
r

2k+1
− h2β1M − 2)(‖ε‖2 + ‖η‖2)−

(ρk−1, 1(γ[k−1])β2 − (k − 1/2)
k−1∏
i=1

γi)(1+

|y|p)2z2
1 −

k−1∑
i=2

(ρk−1, i(γ[k−1])β2 −
k−1∏
j=1

γj)×
(1 + |y|p)2z2

i − (aβ2 − 1)(1 + |y|p)2z2
k−

k−1∑
i=1

k−1∏
j=i

γj((bi − 2k + 2i− 1)r−
1
2

i−1∏
p=1

γpα
2
i )z

2
i − bkrz

2
k +

1
4

k−1∏
j=1

γj

n∑
i=k+1

ε2
i +

σk + rzkzk+1, (28)

其中

σk = γk−1σk−1 +
1
4
(d̄ϕ1

k )2(c2c2
1 + (c + c1)2)

是已知的正常数,并且



ρk−1,k−1 = aγk−1 − 1
4
(d̄zk−1

k,1 )2,

ρk−1,i = γk−1ρk−2,i − 1
4
(d̄zi

k,1)
2,

i = 1, · · · , k − 2.

(29)

在最后一步,通过迭代过程,可得实际控制器:

u = −ra+nαn(γ[n−1])zn. (30)

式(28)中,令k = n,并注意到zn+1 = 0和
n∑

i=n+1

ε2
i =

0, 可得V̇n的表达式, 其中Vn(ε, η, z)是如下正定、
径向无界函数:

Vn =
n−1∏
i=1

γi(εTPε+ηTPη)+
1
2

n∑
i=1

n−1∏
j=i

γjz
2
i . (31)

此处及下文中,约定当i > j时,
j∏

p=i

γp = 1.

至此,系统(6)和(9)的输出反馈控制设计完毕.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本小节概括了本文的主要结果, 并给出了上小

节所设计控制器中待定的设计参数的选择方式.
为了保证所设计的控制器达到实际跟踪目标, 首
先需选择恰当的设计参数使得V̇n < 0. 由此及
式(29)和β2 >

σ0,1

h1

(已在第1步中给出),只需选择设

计参数bi(i=1, · · · , n), γi(i=1, · · · , n− 1), β1, β2

和L满足



ρn−1,1(γ[n−1])β2 − (n− 1/2)
n−1∏
i=1

γi > 0,

ρn−1,i(γ[n−1])β2−
n−1∏
j=1

γj > 0, i = 2,· · ·, n−1,

β2 >
σ0,1

h1

, aβ2 − 1 > 0,

LM

2n+1
− h2β1M − 2 > K1,

(bi − 2n + 2i− 1)LM − 1
2

i−1∏
j=1

γjα
2
i > K2,

i = 1, · · · , n− 1, bnLM > K2,

(32)

其中K1和K2是任意给定的正数.

如下引理指出了满足式(32)的设计参数的存在
性, 并在附录的证明过程中给出了这些参数的一种
选择方式.

引引引理理理 1 对于任意常数0 < a <
1
2p

,总是存在

正的设计参数bi(i = 1, · · · , n), γi(i = 1, · · · , n −
1), β1, β2和L,使得式(32)成立.

下面定理概括了本文的主要结果.

定定定理理理 1 设系统(1)满足假设1∼3. 如果常向量
l满足式(10),且设计参数bi(i = 1, · · · , n), β1, β2, γi

(i = 1, · · · , n− 1)和L满足式(32),则基于高增益K–
滤波器(5)和(6)的自适应输出反馈控制器(30)能确
保闭环系统的所有状态在[0, +∞)上有定义(well-
defined)且是有界的, 同时可实现系统(1)的全局实
际跟踪控制, 即对于任意δ > 0, 存在足够大的时
间Tδ > 0,使得|y(t)| 6 δ,∀ t > Tδ.

证证证 容易验证, 闭环系统方程的右边关于(ε, η,
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z, M)在其初值的邻域内是局部Lipschitz的, 所以
闭环系统在小区间[0, tf)内有唯一解(见文献[13]中
18页 Theorem 3.1). 设 [0, Tf)是此唯一解的最大解
存在区间, 其中0 < Tf 6 +∞ (见文献[13]中17页
Theorem 2.1). 如果Tf = +∞, 则整个闭环系统在
[0,+∞)上有定义.

在后续证明过程中, 假设设计参数已按照引
理1的证明过程适当选择,且为了方便起见,令L∗ =
1
2
L. 如此, 根据式(31), k = n时的式(28)和M > 1,

则在[0, Tf)上,有

V̇n 6−
n−1∏
i=1

γi(K1 +
L

2n+2
)(‖ε‖2 + ‖η‖2)−

n∑
i=1

n−1∏
j=i

γj(K2 +
1
2
b∗i L)z2

i + σn 6

σn −
n−1∏
i=1

γiL

2n+2
(‖ε‖2 + ‖η‖2)−

1
2

n∑
i=1

n−1∏
j=i

γjb
∗
i Lz2

i 6 −βLVn + σn, (33)

其中β > 0是恰当的已知常数. 那么, 由式(33)和比
较原理[14],可得

Vn(ε(t), η(t), z(t)) 6
σn

βL
+ exp(−βLt)(− σn

βL
+

Vn(ε(0), η(0), z(0))) < +∞, t ∈ [0, Tf). (34)

这意味着Vn在[0, Tf)上是有界的. 进而得出(ε, η, z)
在[0, Tf)上也是有界的.

下面证明M在[0, Tf)上是有界的. 因为z1 =
y

ra

在[0, Tf)上是有界的, 即存在常数N > 0, 使得对任
意t ∈ [0, Tf),有|ε1(t)| 6 N ,并进而有

|y(t)| 6 ra(t)N = (LM(t))aN.

由此以及式(6)和M(t) > 1,∀ t ∈ [0, Tf),则在[0, Tf)
上,

Ṁ 6
−β1M

2 + 2β2(1 + N 2pL2apM2ap)M 6
−M 1+2ap(β1M

1−2ap − 2β2(1 + N 2pL2ap)),

并进而由1− 2ap > 0可得



1 6 M(t) 6 (
2β2(1 + N 2pL2ap)

β1

)
1

1−2ap ,

t ∈ [0, Tf).
(35)

由式(8)和已经证明的(M, ε, η, z)的有界性, 易
知(y, x̃, ξ, l)在[0, Tf)上是有界的. 进而由式(3), x =
x̃+ξ+gl和假设2知系统(1)的状态在[0, Tf)上也是有
界的. 闭环系统所有状态的有界性意味着Tf = +∞.

否则,根据式(34)和[0, Tf)是闭环系统解的最大存在
区间,有如下矛盾:

+∞ = lim
t→T−f

Vn(ε(t), η(t), z(t)) 6

lim
t→T−f

exp(−βLt)(Vn(ε(0), η(0), z(0))−
σn

βL
) +

σn

βL
< +∞,

因此, Tf = +∞.

最后证明, 当选择L充分大时, 可以实现系统(1)

的全局实际跟踪控制.因为Tf = +∞,如果

t > T ,

max{0,
1

βL
ln

βL(1 + Vn(ε(0), η(0), z(0))
σn

},

则

exp(−βLt)Vn(ε(0), η(0), z(0)) 6 σn

βL
.

由此及式(34)可得

Vn(ε(t), η(t), z(t)) 6 2σn

βL
, ∀ t > T. (36)

进而由Vn的表达式可得

1
2

n−1∏
i=1

γiz
2
1(t) 6

Vn(ε(t), η(t), z(t)) 6 2σn

βL
, ∀ t > T.

故有

ε2
1(t) = z2

1(t) 6 4σn

n−1∏
i=1

γiβL

=:
c2

L
, ∀t > T.

又因为ε1 =
y

ra
,则

| y(t)
Ma(t)

| 6 La|ε1(t)| 6 √
c2L

a−0.5, ∀t > T.

(37)

分别用
√

c2L
a−0.5和[T,∞)替代式(35)中LaN和[0,

Tf),得到

M(t) 6 (
2β2(1 + cp

2L
(2a−1)p)

β1

)
1

1−2ap , t ∈ [T,∞).

由此及式(37),有

y2(t) 6 c2

L1−2a
(
2β2(1 + cp

2L
−(1−2a)p)

β1

)
2a

1−2ap ,

∀ t > T.

进而由1− 2a > 0可知,当t > T时,通过选择足够大

的L,可使|y(t)|任意小,即实现了系统(1)的全局实际

跟踪控制. 证毕.
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4 实实实例例例与与与仿仿仿真真真(Practical example and simula-
tion)
上节针对系统(1), 给出了输出反馈实际跟踪控

制器的设计方法. 尽管该系统结构特殊, 假设条件
较强, 但实际中仍有该系统的特例, 例如下面动态
方程刻画的单接点机械手系统(见文献[15]第27页问
题1.10.8):





J1q̈1 + F1q̇1 + k(q1 − q2) + Mgl sin q1 = 0,

Jmq̈2 + Fmq̇2 − k(q1 − q2) = u,

y = q1,

(38)

其中: q1, q2分别是接点的位置和转子的位置;电机
转子惯量Jm, 弹性常量k, 接点质量M , 万有引力常
量g, 中心点质量l, 粘滞摩擦系数F1和Fm都是正常

数; 接点惯量J1是未知的常数, 其符号和上下界已
知;电机转矩是控制u. 假设只有q1是可量测的,被跟
踪信号及其导数是有界的.

单接点机械手系统(38)是系统(1)的特例,是因为
在如下坐标变换下:

x1 = q1, x2 = q̇1, x3 =
k

J1

q2, x4 =
k

J1

q̇2,

微分方程(38)等价于如下状态空间描述:



ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3 − k

J1

x1 − Mgl

J
sinx1 − F1

J1

x2,

ẋ3 = x4,

ẋ4 =
k

J1Jm

u +
k2

J1Jm

x1 − k

Jm

x3 − Fm

Jm

x4,

y = x1.

(39)

很显然,上面系统的控制系数不确定,非线性项依赖
于不可测状态,且满足假设1∼3.

系统(39)的阶数为4, 其相应的K–滤波器阶数
为8, 因此对该系统的仿真研究比较复杂. 另外,
仿真的主要目的是验证本文理论结果的正确性和有

效性. 由于上述两方面的原因,考虑如下2阶单输入
单输出非线性系统的仿真研究:




ζ̇1 = ζ2 + 0.1,

ζ̇2 = gu + ζ2 ln(1 + 0.01ζ2
1 ),

y = ζ1 − yr.

(40)

设max{|yr|, |ẏr|} 6 0.1, 1 6 |g| 6 1.5, 并且g的符

号是正的. 容易验证此系统满足假设1∼3,其中c0 =
0.1, p = 2, c1 = 0.1, gN = 1, gM = 1.5.

根据上节内容, 可为系统(40)设计形如式(30)的

输出反馈跟踪控制器. 令a =
1
7

, K1 = 0.1, K2 =

0.1, 并选l = [2, 1]T. 再按照引理1的证明过程选择
下列设计参数: b1 = 3.5, b2 = 0.1, β1 = 4, β2 =
25, γ1 = 132.8, L = 80(L∗ = 4). 设g = 1, yr =
0.1 sin t, 初始状态为ζ0 = [0.5,−0.5]T, ξ(0) =
0和l(0) = 0,通过仿真可得如下图1∼6. 从这些图中
可以看出闭环系统的状态是有界的, 并且0.04 s后,
跟踪误差满足|ζ1 − 0.1 sin t| 6 0.001, 即实现了系
统(40)的实际跟踪控制.

图 1 跟踪误差y

Fig. 1 The tracking error y

图 2 滤波器增益M

Fig. 2 Gain M of the K-filters

图 3 系统状态ζ1

Fig. 3 System state ζ1
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图 4 系统状态ζ2

Fig. 4 System state ζ2

图 5 K–滤波器状态l

Fig. 5 State l of the K-filters

图 6 K–滤波器状态ξ

Fig. 6 State ξ of the K-filters

5 结结结论论论(Concluding remarks)
本文研究了一类控制系数不确定且具有输出多

项式函数增长率非线性系统的自适应输出反馈实际

跟踪控制问题.本文的主要贡献在于,通过引入了新
的动态高增益K–滤波器,构造了基于此滤波器的恰
当状态观测器, 并且利用反推法成功地设计了输出
反馈控制器. 结果表明, 通过选择恰当的设计参数,
闭环系统的所有状态都是有界的,并且,当时间足够
大时,跟踪误差收敛到零点的既定小邻域内.后续工

作将沿着此方向,进一步研究更一般非线性系统的
自适应跟踪控制问题.
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附附附录录录 两两两个个个重重重要要要证证证明明明(Appendix Two impor-
tant proofs)

A) 命题1的证明.

沿着系统(9)中ε子系统的轨迹, Vε满足

V̇ε 6−r‖ε‖2 + 2εTPϕ− ṙ

r
εT(DaP + PDa)ε. (A1)

首先处理式(A1)中不等号右边的第2项. 注意到r >
1, x1 = y = raε1, xi = ra+i−1(εi + ηi + gεi), i = 2, · · · , n,
则由式(2)可得

|ϕ1|6 1

ra
(c(1 + |y|p)|ζ1|+ c + |ẏr|) 6
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c(1 + |y|p)|ε1|+ cc1(1 + |y|p) + c + c1,

|ϕi|6 c

ra+i−1
(1 + |y|p)(|y|+ |yr|+

iP
j=2

|xj |) +

c

ra+i−1
6 c max{√n− 1, gM}(1 +

|y|p)(
nP

i=1
|εi|+ ‖ε‖+ ‖η‖)+

cc1(1 + |y|p) + c.

从而‖ϕ‖∞ 6 c max{√n− 1, gM}(1 + |y|p)(
nP

i=1
|εi|+ ‖ε‖+

‖η‖) + cc1(1 + |y|p) + c + c1,其中‖ϕ‖∞表示其无穷范数.
进而根据完全配方技术可得

2εTPϕ 6 2‖P‖ · ‖ε‖ · ‖ϕ‖∞ 6 σ0,1(1 + |y|p)2‖ε‖2+
1

4

nP
i=1

ε2
i + 2‖ε‖2 + ‖η‖2 + σ0,2, (A2)

其中σ0,1 = c2‖P‖2((4n+2) max{n−1, g2
M}+c21)和σ0,2 =

1 + (c + c1)
2‖P‖2是已知正常数.

其次,由式(6)和式(10)易知

− ṙ

r
εT(DaP + PDa)ε =

(β1M − β2(1 + |y|p)2)εT(DaP + PDa)ε 6
h2β1M‖ε‖2 − h1β2(1 + |y|p)2‖ε‖2.

将此式和式(A2)代入式(A1)可得式(11). 证毕.

B) 引理1的证明.

只需给出满足式(32)的设计参数的一种选择即可. 由
式(32),这些设计参数的选择可按照如下顺序进行: 首先选
择bi, i = 1, · · · , n和γi, i = 1, · · · , n − 1, 然后选择β1, β2,
最后选择L.

1) bi, i = 1, · · · , n和γi, i = 1, · · · , n− 1的选择.

首先,对任意给定的b∗i > 0, i = 1, · · · , n−1和b∗n > K2,
选择bi = b∗i + 2n− 2i + 1, i = 1, · · · , n− 1, bn = b∗n. 如此,
有bi > 2n − 2i + 1, i = 1, · · · , n − 1, bn > K2, 进而由后
面L的适当选择可确保式(32)中最后一行不等式的成立.

其次, 为了保证式(32)中前两行不等式的成立, 先
选择γi使得ρn−1,i(γ[n−1]) > 0, i = 1, · · · , n − 1. 如此,

由式(29), γ1需满足aγ1 − 1

4
(d̄z1

2,1)
2 > 0, 对任意i = 2,

· · · , n−1, γi满足aγi− 1

4
(d̄zi

i+1,1)
2 > 0和γi ·ρi−1,j(γ[i−1])−

1

4
(d̄

zj

i+1,1)
2 > 0, j = 1, · · · , i− 1. 至此,可选择

γ1 >
1

4a
(d̄z1

2,1)
2,

γi > max{ 1

4a
(d̄zi

i+1,1)
2,

1

4ρi−1,j(γ[i−1])
(d̄

zj

i+1,1)
2,

j = 1, · · · , i− 1}, i = 2, · · · , n− 1.

2) β1, β2的选择.

为确保式(32)中前3行不等式成立, 并注意到已设定的
关系0 < β1 6 β2,只需选择β1 > 0,并进而选择

β2 > max{β1,

(n− 1/2)
n−1Q
i=1

γi

ρn−1, 1(γ[n−1])
,

n−1Q
j=1

γj

ρn−1, i(γ[n−1])
,

i = 2, · · · , n− 1,
1

a
,
σ0,1

h1
}.

3) L的选择.

为确保式(32)中最后两行不等式成立,并注意到M > 1,
只需选择

L > L∗+ max{2n+1(h2β1 + 2 + K1),
1

b∗i
(K2+

1

2

i−1Q
j=1

γjα
2
i ), i = 1, · · · , n− 1,

K2

b∗n
}, (A3)

其中L∗ > 1是待定常数.

显然,按上面过程选择设计参数确保式(32)成立.

证毕.
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