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摘要:了解量子控制系统的性能参数是设计精确控制器的基础. 为解决这一问题,本文基于量子过程层析,提出
了辨识量子控制系统参数的方法,设计了以电子自旋磁场控制系统为对象的具体实验方案,并利用计算机仿真技术
对其进行了模拟. 仿真结果表明,辨识得到的量子控制系统参数与理论值较为吻合,达到了预定的准确度指标.结
合理论分析和仿真结果可知,利用量子过程层析可以有效实现量子控制系统的参数辨识.
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Identification of quantum system parameters of the electron spin
system controlled by magnetic field
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Abstract: The knowledge of the performance parameter of the quantum control system is crucial to the design of an
accurate controller. Based on the quantum process tomography, we propose a method for identifying quantum control
system parameters. The identified parameters are employed in the specific programs for designing the magnetic field
control in an electron spin system. Computer simulations are carried out for the programs. The results show that the
identified values of quantum control system parameters are comparatively consistent with the theoretic values with desired
accuracy. Theoretical analysis and simulation results validate the effectiveness in applying the quantum process tomography
to the identification of the quantum control system parameters.
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1 引引引言言言(Introduction)
量子理论的创立作为20世纪人类最伟大的成就

之一,为人们研究微观世界的物理现象提供了基础,
激发了人们探寻这个神奇领域的兴趣. 伴随着量子
理论在化学反应[1]、基因工程、原子物理、量子信息

等领域的应用,量子理论得到了进一步的发展,同时
促进了与各领域的交叉融合.近年来,由量子理论与
信息学结合产生的量子信息学[2, 3]得到了迅速的发

展,成为近期研究的一个热点. 在量子信息学中量子
态(量子比特)作为量子信息的载体, 量子信息的处
理实质上就是对量子态的制备、操控和识别[4],量子
态的物理特性和演化规律符合量子力学理论[5], 因
此它具有某些与宏观物质截然不同的物理特性, 这
就促使了量子控制论[6]的产生. 所谓量子控制,简单
的说就是利用激光、磁场和电场等控制手段操纵量

子力学系统的状态. 经过多年的发展,可以认为量子

控制论是一门内容广泛的学科领域,它研究如何控
制量子力学系统状态达到期望结果所涉及到的各个

方面,其主要研究对象是量子力学系统,其目的是有
效的对量子系统状态进行主动控制,其结果是按人
们的期望暂时或是永久地改变量子系统的状态. 量
子力学系统具有经典系统所不具备的特性, 其相应
的控制问题也具有“量子”特色.因此,尽管不排除
把经典控制理论方法应用于量子力学系统中的可能

性(如最优控制[7]、微分几何控制和随机控制等),但
是量子力学系统的控制问题依然有其独特性, 需要
专门加以研究.

对于一个量子控制系统来说,为了实现对量子态
的有效控制,需要设计适当的量子控制系统,为了掌
握控制系统的特性和检验控制系统的设计效果需要

对其性能和参数进行测定, 以便达到笔者的设计要
求, 实现更有效的控制目标.通过研究笔者发现, 量
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子过程层析技术[8∼11]可以完成量子控制系统的参

数辨识任务.量子过程层析是一种以量子层析技术
为基础的测量技术,被广泛应用于量子通讯领域,主
要用来测定量子信道参数. 实验人员让特定的量子
态通过量子信道后利用量子层析对输出量子态进

行测量,并选定不同的输入量子态多次重复该过程,
从而得到足够的统计数据来确定待测量子信道的参

数[11],这个过程可以看作是量子层析在一个更大的
态空间中的推广. 早些时候,利用核磁共振技术实现
的量子过程层析实验已经获得了成功[12, 13],近年来
一些纠缠辅助的量子过程层析光学实验也取得了成

功[14, 15]. 量子过程层析在理论和实验上的成功启发
笔者可以利用这项技术实现量子控制系统的参数辨

识.
本文详细分析了量子过程层析的理论, 设计了

利用量子过程层析针对电子自旋的量子控制系统进

行参数辨识的方案,并利用计算机仿真技术模拟了
该过程,最后通过对仿真结果的分析,得出了部分结
论,并在此研究成果基础上对后续工作做了展望.

2 量量量子子子控控控制制制系系系统统统参参参数数数辨辨辨识识识(Quantum control
system parameter identification)

2.1 量量量子子子过过过程程程层层层析析析简简简介介介(Introduction to quantum
process tomography)
量子层析是一种通过重构量子态密度矩阵获取

量子态信息的方法,它是一种统计测量方法,通过测
量未知量子态的大量全同样本的一组完备可观测量

的平均值来确定量子态的密度矩阵ρ. 根据量子力
学[5]的知识笔者知道一个量子系统的密度矩阵ρ包

含了该系统的所有可知信息,因此,如果可以得到某
个系统的密度矩阵ρ,就可以说笔者已经掌握了这个
系统的状态信息.对于单量子比特来说,任意密度矩
阵ρ可展开为[11]

ρ =
σ0 + tr(σxρ)σx + tr(σyρ)σy + tr(σzρ)σz

2
, (1)

其中: σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
为泡利矩阵, σ0 = I =

(
1 0
0 1

)
,这样只要

测定σi各自的平均值tr(σiρ), 便可确定该量子态的
密度矩阵ρ了.
如图1所示, 量子过程层析是一项通过对一组完

备探测输入态的相应输出态做量子层析来测定控制

系统参数的技术. 具体过程为:输入一组完备的量子
态ρin,然后利用量子层析测定经过量子控制系统的
输出态ρout,通过输入、输出态之间关系来获得量子
控制系统的参数信息.

图 1 量子过程层析示意图

Fig. 1 Sketch map for quantum process tomography

2.2 量量量子子子控控控制制制系系系统统统参参参数数数化化化(Parameterization of
quantum control system)
为了测定量子控制系统首先需要对量子控制系

统进行参数化, 这就需要引入量子态演化的超算符
表示[16],如图2所示.

图 2 量子控制系统的超算符表示

Fig. 2 Super operator of quantum control system

量子控制系统作用于量子态上使量子态发生改

变,这一过程可以用超算符来描述: 它体现为一个密
度矩阵到另一个密度矩阵的映射, 该映射反映了控
制系统的性质和它对量子态的作用, 这个超算符定
义为输入量子态密度矩阵ρin到输出量子态密度矩

阵ρout之间的映射ε:

ρout = ε(ρin). (2)

为保证物理上的合理性, 超算符必须满足3个性质:
保迹性、完全正定性和线性性. 满足了这3个性质的
超算符可以写成算符和表示[17]:

ρout = ε(ρin) =
∑
i

EiρinE
†
i . (3)

由于算符是不能直接通过实验测量的, 必须对超算
符ε进行参数化, 将kraus算符Ei用一组固定的算符

基{Mm}展开:

Ei =
d2∑
i

eimMm, (4)

其中: d表示输入量子态的维数, eim是复系数. 将式
(4)代入式(3)得到

ρout = ε(ρin) =∑
i

EiρinE
†
i =

∑
mn

αmnMmρinM
†
n, (5)

其中: αmn =
∑
i

eime∗in,矩阵α = {αmn}完全描述了
超算符ε,只需设法获得矩阵α就等于掌握了量子控

制系统的信息. 选择Ei的一组常用算符基{Mm} =
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{I, σx,−iσy, σz},此时的α矩阵为(d = 2):

α = Λ

(
ε(|0〉 〈0|) ε(|0〉 〈1|)
ε(|1〉 〈0|) ε(|1〉 〈1|)

)
Λ, (6)

其中Λ =
1
2

(
I σx

σx −I

)
.

从α的形式可以看出, 只要选取ρin = |k〉〈l|(k, l

= 0, 1, · · · , d−1)作为完备的输入量子态,并利用量
子层析测定其相应的输出密度矩阵ρout = ε(|k〉〈l|),
这样就能够求解出决定量子控制系统特性的矩阵α.
值得注意的是: 当k 6= l时, ρ = |k〉〈l|并非合法的密
度矩阵,没有与之对应的物理量子态,但是根据超算
符ε的线性性质可以通过间接的方法获得它们:

ε(|k〉〈l|) = ε(|+〉〈+|) + iε(|−〉〈−|)−
1 + i

2
ε(|k〉〈k|)− 1 + i

2
ε(|l〉〈l|), (7)

ε(|l〉〈k|) = ε(|+〉〈+|)− iε(|−〉〈−|)−
1− i

2
ε(|k〉〈k|)− 1− i

2
ε(|l〉〈l|), (8)

其中: |+〉 =
|k〉+ |l〉√

2
, |−〉 =

|k〉+ i|l〉√
2

, k < l.

2.3 电电电子子子自自自旋旋旋量量量子子子控控控制制制场场场的的的参参参数数数化化化(Parameteri-
zation of quantum control field of spin)
下面针对电子自旋的量子控制场进行参数

化. 电子自旋是被大家普遍研究的一个典型量子
态[18∼20], 它是电子的一种内禀属性. 研究表明, 电
子自旋在空间任何方向的投影只可能取2个值, 即
±~/2. 为方便,取+~/2时称自旋朝上,形象记为| ↑〉,
取−~/2时称自旋朝下,记为| ↓〉. 则电子自旋态可描
述为

|ψ(t)〉 = α| ↑〉+ β| ↓〉, (9)

其中: α, β是复系数, |α|2, |β|2分别表示对电子自旋
态进行测量时自旋朝上和自旋朝下的概率. 为方
便在希尔伯特空间的计算, 可以取2个基矢分别表

示2个自旋指向: | ↑〉 =

(
1
0

)
, | ↓〉 =

(
0
1

)
.

考虑利用恒定磁场来对自旋电子进行控制, 设
电子的磁矩为

⇀

M = k
⇀

S(k为常系数),如果初始时刻
电子处于自旋朝上(z方向), 即|ψ(0)〉 = | ↑〉, 让电
子沿y轴运动,用y轴方向的恒定磁场作为外部控制,

即
⇀

U = u0
⇀
ey,来对电子自旋进行控制.

根据量子力学知识可得系统的哈密顿算符为[5]

H =−
⇀

M ·
⇀

U = −ku0

⇀

S · ⇀
ey =

−ku0sy = −ku0

2
~σy. (10)

令

ω =
ku0

2
t,

则t时刻系统的状态为

|ψ(t)〉 = e−iHt/~|ψ(0)〉 = eωiσy | ↑〉 =

[σ0 cos ω + iσy sinω]| ↑〉, (11)

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| =
[σ0 cos ω + iσy sinω]| ↑〉 ·
〈↑ |[σ0 cos ω − iσy sinω] =

[σ0 cos ω + iσy sinω]ρ(0) ·
[σ0 cos ω − iσy sinω]. (12)

根据式(3)可知

E = σ0 cos ω + iσy sinω, (13)

可见,将E用{Mm} = {I, σx,−iσy, σz}展开系数为
(cos ω, 0, − sinω, 0). 则可得α矩阵为

α =




cos ω

0
− sin ω

0


 (cos ω, 0, sinω, 0) =




cos2 ω 0 cos ω sinω 0
0 0 0 0

− cos ω sinω 0 − sin2 ω 0
0 0 0 0


 . (14)

3 仿仿仿真真真及及及结结结论论论分分分析析析(Simulation and result dis-
cussion)
根据上述分析笔者发现对于电子自旋控制场

来说, 只需适当选取量子控制场参数—–磁场的大
小u0和控制时间t就可以按照既定目标对电子自旋

进行控制. 当选取一组(u0, t)时就会对应一个α矩

阵—–理论上的量子控制场参数矩阵. 同时, 利用量
子过程层析来获取量子控制场的参数矩阵α∗,并与
理论结果进行比较, 从而分析量子过程层析辨析控
制场参数的有效性, 通过计算机仿真技术模拟了这
一过程.

如图3所示, 仿真过程如下: 首先设定好控制磁
场, 输入一组完备的电子自旋态ρin = |k〉〈l|(k, l =
0, 1),使其在磁场的控制下进行演化,利用量子层析
测定相应的输出电子自旋态, 最后通过输入电子自
旋态与输出电子自旋态之间的关系辨识出量子控

制场的参数矩阵α∗,并与理论计算的控制场参数矩
阵α进行比较. 这里定义α的保真度为

F (α∗, α) = |tr((√α∗α
√

α∗)1/2)|2. (15)
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图 3 电子自旋的量子控制场参数辨识仿真示意图

Fig. 3 Sketch map for simulation of quantum control field

parameter identification of spin

通过改变输入磁场的电子自旋态的数量重复多

次实验,得到了如图4所示的曲线.从图中可以看出:

1) 实验中的输入电子自旋态的数量直接影响
到了最终结果的保真度F , 随着输入电子自旋态数
量的增加, 保真度F逐渐收敛于1. 这样的结果恰好
与理论分析相一致,量子层析通过重复测量消除统
计误差和测量误差的效果随着测量次数的增加逐

渐显现出来. 针对本次仿真结果可见, 测量次数达
到6000次以上时, 保真度F达到令人满意的程度且

震荡幅度较小. 因此,在实际操作中只需要选择适当
的输入电子自旋态数量就能够获得较为理想的实验

结果.

2) 通过量子层析测得的输出电子自旋态的密
度矩阵ρout可能不满足正定型和保迹性, 根据公
式(6)可知, 它将直接影响到最终结果α的保真度.
不过可以通过一些数值方法, 如正态分布优化、极
大似然估计和贝叶斯估计等先对ρout进行处理, 从
而进一步提高结果的保真度.

图 4 输入不同电子自旋数情况下保真度曲线

Fig. 4 Fidelity curve of different number of input spin

下面通过正态分布估计方法优化重构的输出电

子自旋态密度矩阵ρout和给定矩阵ρp:

P =

(
t1 0

t3 + it4 t2

)
, P † =

(
t1 t3 − it4
0 t2

)
,

ρp = P †P/tr(P †P ) =(
t21 + t23 + t24 t2(t3 − it4)
t2(t3 + it4) t22

)
/

4∑
i=1

t2i , (16)

可知ρp一定是正定保迹的,需要寻找一个与重构的
输出密度矩阵ρout最为接近的ρp,定义目标函数:

min: L =
3∑

i=0

[(N〈ϕi|ρp|ϕi〉 − ni)2/N〈ϕi|ρp|ϕi〉],
(17)

其中ni为实验测定的不同自旋态的电子数.



〈ϕ0|ρp|ϕ0〉=〈0|ρp|0〉=(t21+t23+t24)/
4∑

i=1

t2i ,

〈ϕ1|ρp|ϕ1〉 = 〈1|ρp|1〉 = t22/
4∑

i=1

t2i ,

〈ϕ2|ρp|ϕ2〉=〈+|ρp|+〉= 1
2
+t2t3/

4∑
i=1

t2i ,

〈ϕ3|ρp|ϕ3〉=〈−|ρp|−〉= 1
2
−t2t3/

4∑
i=1

t2i ,

(18)

这样可以根据公式(18)计算出ti,并得到修正后的密
度矩阵ρp了.
如图5所示, 利用正态分布估计优化后的重构输

出密度矩阵来对控制磁场参数矩阵α进行辨识, 得
到的保真度F (α∗, α)曲线具有更快的收敛速度. 针
对本次仿真结果,当测量次数达到2000次以上时,保
真度F (α∗, α)就达到了笔者预期的收敛效果(保真
度误差范围±1%). 可见,通过数据优化,大大降低了
实验中的测量次数,有效提高了实验效率.

图 5 正态分布估计优化数据后的保真度曲线图

Fig. 5 Fidelity curve after normal distribution

estimation

在输入电子自旋态的数量(6000)固定的情况下,
通过改变控制场参数(分别改变控制时间t和磁场强

度u0)重复多次实验得到如图6所示的曲线, 可以看
出:控制场参数的变化对辨识结果的保真度影响不
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大,从统计平均的意义上看,结果在理想值附近小幅
震荡. 可见,基于量子过程层析的量子系统辨识方案
适应性较强,对于控制场参数的变化并不十分敏感,
具有较好的实用价值.

图 6 不同的磁场强度u0和控制时间t下保真度曲线图
Fig. 6 Fidelity curve of different magnetic field intensity u0

and control time t

综上可知,基于量子过程层析的量子控制系统辨
识方案在理论上是成立的,在实际应用中是可行的.

4 结结结束束束语语语(Conclusion)
随着量子理论和信息科学的进一步发展,它们之

间的结合也必将更加紧密,量子控制作为制备、操控
量子态的必要手段, 必将成为量子信息研究中的一
个重要分支. 本文提出了基于量子过程层析的量子
控制系统辨识方案,通过理论分析和仿真实验可以
看出此方案是有效的, 图1能够达到笔者预期目标.
这就为笔者更好的了解量子控制系统特性、调整量

子控制系统参数提供了前提,为实现量子反馈控制
并达到更加精确的量子控制目标提供了保障. 笔者
将在此项研究成果的基础上进一步对以量子信息为

反馈信号的量子反馈控制策略进行探索, 争取提出
更加有效的量子反馈控制策略.
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