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摘要:针对存在凸多面体参数不确定性的连续时间系统,提出了一种广义H2/α稳定的多目标鲁棒滤波器设计方

法. 基于参数依赖Lyapunov函数方法和线性矩阵不等式技术得到滤波误差系统鲁棒α稳定且具有给定广义H2性能

的充分必要条件,并通过合适的变量替换给出了广义H2/α稳定滤波器的设计方法. 最后,给出两个算例验证本文方
法的有效性.
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Design of multi-objective robust filter for continuous time systems
SU Zi-yi, YU Li, SONG Hong-bo, ZHANG Wen-an

(College of Information Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou Zhejiang 310032, China)

Abstract: The generalized H-two/α-stability filtering is investigated for continuous-time systems with polytopic type
parameter uncertainties. By using parameter-dependent Lyapunov function method and the linear matrix inequality ap-
proach, we derive a necessary and sufficient condition for the filtering error system to be robustly α-stable and to achieve a
prescribed generalized H-two performance. Generalized H-two/α-stability filters are designed under the above-mentioned
condition and are developed by applying an appropriate variable transformation technique. Two numerical examples are
given to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
滤波一直是控制和信号处理界研究的热点问题

之一,其目的是根据系统的测量输出来估计未知的
系统状态或状态的线性组合. Kalman滤波方法是应
用最为广泛的滤波方法之一,但它要求系统模型是
精确已知的, 并且外部噪声为统计特性已知的高斯
白噪声. 而在实际应用中,这两个假设条件往往难以
满足. 因此一些学者提出了H∞滤波,广义H2滤波等

方法[1∼3], 它们确保了存在模型不确定性时系统的
鲁棒性, 同时, 对于一类能量有界的扰动信号,此类
方法可保证估计误差具有确定的上界. 文献 [3]针对
存在凸多面体参数不确定性系统,研究了广义H2鲁

棒滤波问题.文献[4]研究了不确定系统的广义H2鲁

棒控制问题. 文献[3,4]对所有不确定性选取一个公
共Lyapunov函数,从而得到二次稳定的结果,但该方
法引入了较大的保守性. 采用参数依赖Lyapunov方
法可降低结果保守性,但为控制器/滤波器设计带来
一定的困难,目前已有一些有效的处理方法[5]. 另一

方面,在许多实际问题中,单一性能指标很难完全反
映系统性能的要求, 近年来出现如H2/H∞控制/滤

波问题[6], H∞/α区域极点配置问题[7]等多目标控制

与滤波问题的研究. 特别地, 虽然广义H2滤波可保

证误差信号的峰值有最小上界, 却不能保证滤波误
差系统有良好的暂态特性. 而α区域极点配置可保

证系统状态响应具有衰减度α. 因此,对于不确定系
统, 同时结合广义H2性能与α区域极点配置的鲁棒

滤波器设计问题值得研究.

本文针对具有凸多面体不确定性的线性系统,提
出一种广义H2/α稳定鲁棒滤波器的设计方法. 首先
基于参数依赖Lyapunov方法得到保证滤波误差系统
鲁棒α稳定且具给定广义H2性能的充分必要条件;
根据该条件,通过变量替换线性化方法导出鲁棒滤
波器的线性矩阵不等式(LMI)设计方法;进一步,通
过求解一个具有LMI约束的凸优化问题得到最优广
义H2/α稳定滤波器. 该滤波器保证滤波误差系统鲁
棒α稳定,并具有最小的广义H2性能上界;最后通过
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仿真算例验证本文提出方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
考虑如下不确定线性系统:




ẋ(t) = A(σ)x(t) + B(σ)w(t),

y(t) = C(σ)x(t) + D(σ)w(t),

z(t) = L(σ)x(t).

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, y(t) ∈ Rr为测量输出,
z(t) ∈ Rp为待估信号, w(t) ∈ Rm为能量有界噪声

信号;假设系统中的不确定矩阵由以下多胞形描述:



Ωσ , (A(σ), B(σ), C(σ), D(σ), L(σ)) ∈ R,

R , {Ωσ | Ωσ=
N∑

i=1

σiΩi;
N∑

i=1

σi =1, σi > 0},
(2)

其中: Ωi , (Ai, Bi, Ci, Di, Li), i = 1, · · · , N为此

多胞形顶点矩阵.

构造如下形式的全维滤波器:{
ẋF(t) = AFxF(t) + BFy(t),

zF(t) = CFxF(t).
(3)

其中: xF(t) ∈ Rn为滤波器状态, zF(t) ∈ Rp为

估计输出, AF, BF和CF为待设计的滤波器参数矩

阵. 定义滤波误差z̃(t) , z(t) − zF(t), 状态变量
x̃(t) = [xT(t) xT

F(t)]T,则可得如下滤波误差系统:{
˙̃x(t) = Ã(σ)x̃(t) + B̃(σ)w(t),

z̃(t) = C̃(σ)x̃(t).
(4)

其中:

Ã(σ) =

[
A(σ) 0

BFC(σ) AF

]
, B̃(σ) =

[
B(σ)

BFD(σ)

]
,

C̃(σ) =

[
LT(σ)
−CT

F

]T

.

在给出本文的问题之前,引入以下定义和引理:

定定定义义义 1 对给定的复平面中区域Dα = {s ∈
C : Re(s) < −α}, α > 0和所有允许的不确定性σ,
若矩阵Ã(σ)的所有特征值都位于区域Dα中, 则具
有w(t) = 0的系统(4)称为是鲁棒α稳定的.

定定定义义义 2 对给定正数γ,若滤波误差系统(4)是鲁
棒α稳定的, 且在零初始条件, 对所有允许的σ和所

有非零能量有界干扰输入w(w ∈ L2[0,∞)),有



sup
0 6=w∈L2

‖z̃‖∞
‖w‖2

< γ,

∀ (A(σ), B(σ), C(σ), D(σ), L(σ)) ∈ R,

(5)

则称该系统具有广义H2性能γ. 其中:

‖z̃‖∞ = sup
t

√
z̃T(t)z̃(t),

‖w‖2 =
√w ∞

0
wT(t)w(t)dt.

满足以上条件的滤波器(3)被称为广义H2/α稳定滤

波器.

引引引理理理 1 对给定的γ > 0,滤波误差系统(4)渐近
稳定且具有广义H2性能的充要条件为存在参数依

赖矩阵P (σ) > 0,使得如下矩阵不等式成立:[
ÃT(σ)P (σ)+P (σ)Ã(σ) P (σ)B̃(σ)

∗ − I

]
<0, (6)

[
P (σ) C̃T(σ)
∗ γ2I

]
> 0, (7)

其中∗表示由矩阵的对称性得到的矩阵块.

引引引理理理 2 矩阵Ã(σ)是α稳定的充要条件是存在

参数依赖矩阵P (σ) > 0,使得如下矩阵不等式成立:

Ã(σ)P (σ) + P (σ)ÃT(σ) + 2αP (σ) < 0, (8)

本文的目的是对系统(1)和给定的标量γ,设计形
如式(3)的滤波器,使得对所有允许的不确定性,滤波
误差系统(4)鲁棒α稳定且具有广义H2性能γ.

3 滤滤滤波波波误误误差差差系系系统统统分分分析析析(Analysis of filtering er-
ror system)
定定定理理理 1 滤波误差系统(4)鲁棒α稳定且具有广

义H2性能指标γ的充分必要条件为存在对称正定矩

阵Pi(i = 1, · · · , N)、矩阵G和标量ε > 0,使得以下
矩阵不等式成立:


Πi Pi −GT + εÃT

i G GTB̃i

∗ −ε(G + GT) εGTB̃i

∗ ∗ −I


 < 0, (9)

[
Pi C̃T

i

∗ γ2I

]
> 0, (10)

其中Πi = ÃT
i G + GTÃi + 2αPi.

证证证 对滤波误差系统(4), 取如下的参数依赖
Lyapunov矩阵P (σ) = PT(σ) > 0,

P (σ) =
N∑

i=1

σiPi,
N∑

i=1

σi = 1, σi > 0. (11)

充分性. 分别将式(9)(10)乘以σi并对i = 1, · · · ,

N求和,可得下式和式(7)成立:

Γ = Λ + diag{2αP (σ), 0, 0} < 0. (12)

其中
Λ =
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

ÃT(σ)G + GTÃ(σ) P (σ)−GT+εÃT(σ)G GTB̃(σ)

∗ −ε(G + GT) εGTB̃(σ)

∗ ∗ −I


.

由于P (σ)正定,且α > 0,故可得

Λ < 0. (13)

定义T1(σ) =
[
I ÃT(σ) 0
0 B̃T(σ) I

]
, 对式(13)分别左乘

T1(σ)和右乘TT
1 (σ), 即可得到式(6). 由引理1可知,

滤波误差系统(4)渐近稳定并具有广义H2性能γ.
进一步,由式(12)可得[

Π(σ) P (σ)−GT + εÃT(σ)G
∗ − ε(G + GT)

]
< 0, (14)

其中: Π(σ) = ÃT(σ)G + GTÃ(σ) + 2αP (σ). 定
义T2(σ) = [I ÃT(σ)],对式(14)分别左乘T2(σ)和右
乘TT

2 (σ),即可得到式(8). 由引理2可知,滤波误差系
统(4)是鲁棒α稳定的. 充分性得证.
必要性. 由引理1和引理2可知, 若滤波误差系

统(4)鲁棒α稳定且具有广义H2性能, 则有式(6)∼
(8)成立. 将式(7)写成[

P (σ) C̃T(σ)
∗ γ2I

]
=

∑
i

σi

[
Pi C̃T

i

∗ γ2I

]
> 0.

由式(2)的假设,可得式(10)成立.
对于满足式(6)的正定对称矩阵P (σ),参数ε取值

范围选取为0 < ε < 2λ1/λ2,其中:

λ1 = λmin(−Γ1), λ2 = λmax(Γ2),

Γ1 =[
ÃT(σ)P (σ)+P (σ)Ã(σ)+2αP (σ) P (σ)B̃(σ)

∗ − I

]
,

Γ2 =
[
ÃT(σ)
B̃T(σ)

]
P (σ)[Ã(σ) B̃(σ)].

同时, 对式(9)应用Schur补引理, 并选取G = P ,
可得Γ1 +

ε

2
Γ2 < 0. 参数ε总能令式(9)与下式成立:

(ÃT(σ)P (σ) + P (σ)Ã(σ) + 2αP (σ)) +
ε

2
(ÃT(σ)P (σ)Ã(σ)) < 0, (15)

故对任意标量ε > 0,总能保证式(8)成立.
综上,必要性得证.

4 多多多目目目标标标鲁鲁鲁棒棒棒滤滤滤波波波器器器设设设计计计(Design of multi-
objective robust filter)
定理1给出的矩阵不等式条件是关于滤波误

差系统(4)的系数矩阵和矩阵G的非线性矩阵不等

式, 难以直接求解. 本节提出一种线性化方法将
式(9)(10)转化为线性矩阵不等式, 从而可用已有的
数值算法求解滤波器参数矩阵. 以下定理以LMI的

形式给出了滤波器存在的充要条件.

定定定理理理 2 对给定的γ > 0,滤波误差系统(4)鲁棒
α稳定且具有广义H2性能指标的充分必要条件为存

在矩阵X , X̂1, X̂2, W , F , F̂1, Q̂1, Q̂2, Ŝ1, Ŝ2, N̂ , Ĵ1i,
Ĵ2i及对称矩阵R1i, R̂1i, Ĥ2i, i = 1, · · · , N , 使得以
下线性矩阵不等式成立:



Θ11 Θ12 Θ13 Θ14 Θ15

∗ Θ22 Θ23 Θ24 WTBi

∗ ∗ Θ33 Θ34 εΘ15

∗ ∗ ∗ Θ44 εWTBi

∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0, (16)




R1i Ĵ1i LT
i

∗ Ĥ2i LT
i −N̂T

∗ ∗ γ2I


>0, ∀ i=1,· · ·, N. (17)

其中:

Θ11 = AT
i X + XTAi + CT

i FT + FCi + 2αR1i,

Θ12 = AT
i W + Q̂2 + FCi + XTAi + 2αĴ1i,

Θ13 = R̂1i − X̂T
1 + ε(AT

i X̂1 + CT
i F̂T

1 ),

Θ14 = Ĵ1i − ŜT
i + εAT

i W, Θ15 =XTBi + FDi,

Θ22 = AT
i W + WTAi + 2αĤ2i,

Θ23 = ĴT
2i − I + ε(Q̂T

1 + AT
i X̂1 + CT

i F̂T
1 ),

Θ24 =Ĥ2i −W + εAT
i W, Θ33 =−ε(X̂2 + X̂T

2 ),

Θ34 = −ε(ŜT
2 + I), Θ44 = −ε(W + WT).

进一步,相应的滤波器矩阵为

AF = MQ̂2, BF = MF, CF = N̂ . (18)

其中M = (Ŝ1 −X)−T.

证证证 定义矩阵Ξ ,并将矩阵G与G−1做如下分解:

Ξ =

[
AF BF

CF 0

]
, G=

[
X �
U �

]
, G−1 =

[
Y �
V �

]
.

(19)

其中: X , Y是n × n的矩阵, “�”表示在结果中
不起决定性作用的矩阵块. 由于GG−1 = I , 故

G ·
[

Y

V

]
=

[
I

0

]
, 选取变换阵Π1 =

[
I Y

0 V

]
, 则

Π2 = GΠ1 =

[
X I

U 0

]
. 引进变量替换:





Ψ1 =

[
Q F

N 0

]
=

[
UT 0
0 − I

]
Ξ

[
V 0
0 I

]
,

Φ1 =

[
R1i J1i

∗ H1i

]
= ΠT

1 PiΠ1,

S = Y TX + V TU.

(20)
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并定义如下变量:



Ψ̂1 =

[
Q̂1 F̂1

N̂1 0

]
:=

[
Y −T 0

0 I

]
Ψ1

[
Y −1 0
0 I

]
,

Φ̂1 =

[
R̂1i Ĵ1i

∗ Ĥ1i

]
:= Φ1

[
Y −1 0
0 Y −1

]
,

Φ̂2 =

[
R̂2i Ĵ2i

∗ Ĥ2i

]
:=

[
I 0
0 Y −T

]
Φ̂1,

Q̂2 :=QY −1, Ŝ1 :=Y −TS, Ŝ2 :=Y −TSY −1,

X̂1 := XY −1, X̂2 := Y −TXY −1.

(21)

必要性. 将式 (9) 分别先后左乘矩阵 T3 =
diag{ΠT

1 ,ΠT
1 , I}和右乘矩阵TT

3 、左乘矩阵T5 =
diag{I, Y −1, Y −1, Y −1, I}和右乘矩阵TT

5 ; 同时将
式(10)分别先后左乘矩阵T4 = diag{ΠT

1 , I}和右乘
矩阵TT

4 、左乘矩阵T6 = diag{I, Y −1, I}和右乘矩
阵TT

6 ; 并将式(21)中的新变量替换乘积项,记W :=
Y −1,可得LMI(16)和(17). 必要性得证.
充分性. 由式(16)可得以下不等式成立,[

X̂2 + X̂T
2 ŜT

2 + I

∗ W + WT

]
> 0, (22)

对式(22)分别左乘矩阵T7 = diag{Y T, Y T}和右乘
矩阵TT

7 ,得下式:[
X + XT ST + Y TY

∗ Y + Y T

]
> 0. (23)

由式(23)可知分块矩阵X与Y非奇异,对上式分别左
乘矩阵T8 = [Y −T − I]和右乘矩阵TT

8 ,可得

(Y TX − S)Y + Y T(Y TX − S)T > 0,

故矩阵Y TX − S也为非奇异矩阵, 由式(20)的变量
替换可知, 矩阵U与矩阵V亦为非奇异矩阵. 因此
滤波器参数矩阵Ξ , 矩阵U及V可通过式(20)唯一确
定, 且矩阵Π1, Π2, T3, T4, T5和T6都可逆. 式(16)与
式(17)通过恰当的矩阵变换等价于


Υ11 Υ12 ΠT
1 GTB̃i

∗ −εΠT
1 (G + GT)Π1 εΠT

1 GTB̃i

∗ ∗ −I


 < 0, (24)

[
ΠT

1 PiΠ1 ΠT
1 CT

i

∗ γ2I

]
> 0, ∀ i = 1, · · · , N. (25)

Υ11 := ΠT
1 ÃT

i GΠ1 + ΠT
1 GTÃiΠ1 + 2αΠT

1 PiΠ1,

Υ12 := ΠT
1 PiΠ1 −ΠT

1 GTΠ1 + εΠT
1 ÃT

i GΠ1.

对式(24)分别左乘矩阵T−1
3 和右乘矩阵T−T

3 , 可得
式(9); 同时对式(25)分别左乘矩阵T−1

4 和右乘矩阵

T−T
4 ,可得式(10).

进一步,由式(20)和式(21)可得



AF = U−TQ̂2Y V −1,

BF = U−TF,

CF = N̂Y V −1,

(26)

将滤波器(3)描述为从y(t)到zF(t)的传递函数形式
TzFy(s) = CF(sI −AF)−1BF,通过变量替换可得

TzFy(s) = N̂(sI −MQ̂2)−1MF,

故式(18)成立.
根据定理2的结论,由于式(16)和式(17)关于γ2是

线性的,故最优多目标广义H2/α稳定鲁棒滤波器可

通过求解以下最小化问题得到:{
min ρ,

s.t.式(20)(21), 当ρ = γ2.
(27)

如果优化问题(27)有解ρ∗, A∗
F, B∗

F和C∗
F, 那么γ∗ =√

ρ∗是滤波误差系统广义H2性能的最小上界,且A∗
F,

B∗
F, C∗

F是相应的最优滤波器参数矩阵.

5 数数数值值值算算算例例例(Illustrative examples)
例例例 1 考虑系统(1),其中的系数矩阵如下[3]:

A(σ1) =
[

0 11
−11 − 2.2 + σ1

]
,

B(σ2) =
[

0 0
1 + σ2 0

]
,

C = [0 1], D(σ2) = [0 1 + σ2], L = [0 1].

不确定参数满足−1 6 σ1 6 1, 0 6 σ2 6 1. 取
α = 0.5,通过求解优化问题(27),可得到最优系统广
义H2性能γ∗ = 0.4574, 相应的广义H2/α稳定鲁棒

滤波器参数矩阵为

A∗
F =

[ −1.9985 10.0070
−11.0103 −2.2000

]
,

B∗
F =

[
1.0003
0.7987

]
,

C∗
F = [1.0021 − 0.0014].

文献[3]对于该系统有广义H2性能γ∗ = 1.2034. 由
此可见,本文方法所得结果的保守性更小.
为了进一步说明结合α区域极点配置的广义H2

滤波器设计的优点, 针对无扰动输入的滤波误
差动态 ˙̃x(t) = Ã(σ)x̃(t), 图1给出系统在初始状
态x̃(t) = [1 1 1 1]T下, 不考虑区域极点配置
和将极点配置于α = 0.5的左半平面时, 状态分
量xF1(t)的响应. 由图可知, 当滤波误差系统具有
衰减度α = 0.5时, xF1(t)有较好的时间相应与阻尼
比,即广义H2/α稳定鲁棒滤波器有更好的动态性能.
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图 1 滤波误差系统状态分量xF1(t)的动态响应

Fig. 1 Dynamic response of xF1(t)

例例例 2 考虑如图2所示的质量阻尼系统[8].

图 2 质量阻尼系统

Fig. 2 Mass-spring system

两小车质量分别为m1 = 1, m2 = 0.5,弹簧弹性
系数为k1 = k2 = 1, 0.56σ1 63.5, 0.5 6 σ2 6 1.5,
可得如下系统模型:

ẋ =




0 0 1 0
0 0 0 1

−2 1 −σ1 0
2 −2 0 −2σ1


x +




0
0
1
0


σ2,

y = [1 0 0 0]x + σ2, z = [0 1 0 0]x.

对于该系统, 目标是设计最优广义H2/α稳定滤波

器, 使得当存在不确定粘性摩擦系数σ1和测量噪声

σ2时, 滤波误差系统鲁棒α稳定, 且小车2位置的估
计误差有最小广义H2性能指标.取α = 0.1,通过求
解优化问题(27), 可得滤波误差系统的广义H2性能

γ∗ = 0.1118,相应的滤波器参数矩阵为

A∗
F =




−0.0076 −0.0074 0.9875 −0.0091
−0.0003 −0.0017 −0.0009 1.0042
−3.0021 −1.0053 −2.0036 0.0034

2.0016 −2.0304 0.0023 −3.9978


 ,

B∗
F =[0 0 1 − 0.0016]T, C∗

F =[0 1 − 0.0003 0].

另外,对该例应用文献[3]的方法,无可行滤波器.
对比显示,本文提出的方法具有更广的适用性.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文基于参数依赖Lyapunov函数方法,针对具有

凸多面体不确定性的连续时间系统,提出了一种新
的多目标广义H2/α稳定滤波器设计方法. 最后的算
例表明, 本文设计的多目标鲁棒滤波器在确保系统
有广义H2性能的同时也保证了系统状态响应具有

衰减度α, 同时本文的方法在一定程度上减小了系
统的保守性.
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